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1. Cadenas de Markov homogéneas

1.1. Propiedades basicas

Convenciones. FEn esta seccién, S denota a un conjunto finito o infinito numerable. Asu-
mimos que las variables aleatorias estdn definidas en algin espacio de probabilidad (€2, F,P).
Como es usual, N denota al conjunto de ntimeros naturales y Ng = {0,1,2,...}.

Una distribucion sobre S es un vector fila yu = (p(z))zes con u(x) >0y >, p(z) = 1. Una
matriz estocdstica sobre S es una matriz Q = [¢(z, y)]zyes con

q(z,y) >0 y > qlz,y)=1 z,yes
yeS

Definicién 1.1. Sean p una distribucién y @ = [¢(z,y)] una matriz estocastica sobre S. Un
proceso estocastico (X,,) es una cadena de Markov homogénea (CMH) con distribucién
inicial ¢ y matriz de transicion @ si

(a) P[Xo = z| = p(z) para todo x y

(b) para cada n € Ny y cualesquiera estados xg, ..., ZTn—1,Z,Yy
PXpy1 =y | Xo=20,..., Xn-1=2p1,Xn = 2] = p(2,y) (1)
siempre que P[ Xy = xg,..., Xp—1 = Tp_1, X, = 2] > 0.

La igualdad (1) es la propiedad de Markov (pérdida de memoria): la probabilidad con-
dicional depende de la historia sélo a través del estado actual x, y no depende de n (homoge-
neidad). Los nimeros ¢(x,y) son las probabilidades de transicién en un paso.



Ejemplo 1.2 (Un modelo sencillo del clima). El clima de cada dia puede encontrarse en uno
de tres estados:
1 = soleado, 2 = lluvioso, 3 = nublado.

Supondremos que la probabilidad del clima de manana depende tnicamente del clima de hoy.
Por ejemplo, las probabilidades de transicién estan dadas por

06 0,2 02
P=102 06 02
0,3 0,2 05

Asi, si hoy esté soleado, manana estard soleado con probabilidad 0,6, lluvioso con probabilidad
0,2 y nublado con probabilidad 0,2.

El modelo anterior supone que las probabilidades de transicién son constantes en el tiempo.
En una situaciéon més realista, el clima podria modelarse mediante una cadena de Markov no
homogénea, en la que las probabilidades de transicién dependan del dia o de la época del afio

pn(w,y) = P(Xn+1 =Y ‘ Xn = :L‘)

Por ejemplo, las probabilidades de transicién podrian ser diferentes durante el verano y el
invierno.

Ejemplo 1.3 (Caminata aleatoria en Z). Sea S = Z. En cada paso, una particula se desplaza
una unidad hacia la derecha o hacia la izquierda, ambas con probabilidad % Es decir,
. . 1 .
¢, i +1) =40, -1) =5, JEZ
Por lo tanto, si X;,, = j, entonces

j+ 1, con probabilidad %,
Xnt1=19", s 1
Jj—1, con probabilidad 5.

Lema 1.4. Sea I C [0,1) un intervalo de longitud N(I) = £ y sea v = (V1,...,Vp) una
distribucion sobre S. Entonces existen m subintervalos I, ..., I, de I tales que

(1) LuUu---Ul, =1, (2) Iiﬂszwsii#j, (3) ML) =1Ly, i=1,....,m.

Teorema 1.5 (Existencia de una cadena de Markov). Sea S = {1,...,m} un espacio de estados
finito. Sean p = (p1, ..., wm) una distribucion y Q@ = [q(x,y)] una matriz estocdstica sobre S.
Entonces eziste una cadena de Markov homogénea (Xy)n>0, definida sobre ([0,1],B,X), con
distribucion inicial p y matriz de transicion Q).

Demostracion. Paran > 1, denotemos por H, := 5 x S™ al espacio de n-historias, y escribamos
hyn, = (ig,i1,...,i,) € Hy, para un elemento tipico; convenimos ademdas Hyp := S. Como H,,+1 =
H, x S, cada (n + 1)-historia se escribe de manera tinica como

hn+l - (hnay)a hn S Hn, Yy S S?
donde h,, es el prefijo (ig,...,i,) de hy+1. Para x € S denotemos por
v(z) = (q(z,1),...,q(z,m))

la distribucién sobre S dada por las probabilidades de transiciéon desde x.



Construiremos, para cada n > 0y cada h,, = (io,...,in) € Hy, un intervalo I, C [0,1) tal
que

{wel0,1) ] Xo(w) =ri0,..., Xn(w) =tin} =In, ¥ AIn,) = tio q(io, i1) -+ qin-1,1n). (2)

Paso 1: construccion de Xo. Aplicamos el Lema 1.4 a I =[0,1) y v = pu. Obtenemos I, ..., I,
con A(I;) = p;. Definimos Xo(w) =i si w € I;. Entonces

{weld, )| Xo(w) =i} =1L,  P(Xo=1)=A(L) = p,

de modo que (2) se cumple para n = 0.

Paso 2: paso inductivo. Supongamos que Xo, ..., X, y los intervalos {1, }n, cm, satisfacen (2).
Fijemos h,, = (ig,...,in) € Hy. Si aplicamos el Lema 1.4 al intervalo I, y a la distribucién
v = v(iy), entonces obtenemos subintervalos {I,, ,}yes con

)‘(I(hn,y)) - )\(Ihn) Q(inyy)7 yes.

Repitiendo esto para cada h,, € H,, obtenemos una familia {I, (hn,y)}(hn,y)e H,., que particiona
[0,1). Definimos X,11(w) = y si y solo si w € Iy, 4, para el tnico (hy,y) € H, tal que
w € I, 4)- Por construccién, para hyy1 = (hn,y) = (o, - -, in, y),

{w S [0, 1) | Xo(w) =19,... ,Xn(w) = in,Xn+1(w) = y} = I(hn,y) = Ihn+1)

AMhy, 1) = An,,) q(in, y) = ttig q(i0s 1) « - - q(in—1,9n) q(in, y),
de modo que (2) se cumple para n + 1. Por el principio de induccién, (2) se cumple para todo
n > 0.

Paso 3: propiedad de Markov. Sea n > 0y h, = (ig,...,in) € Hy, con P(Xg = ig,..., Xy =
in) > 0. Por (%), para cada j € S,

P(Xo=10,...,Xpn =tn, Xnt1 =7)
P(Xo =i0,..., Xn =ip)

_ Hig q(i0s11) - qlin—1,7n) q(in, J)

B Hig Q(iO, il) T Q(in—la Zn)

= Q(zmj)

P(Xpi1 =7 | Xo=i0,...,Xpn =in) =

Es decir, P(Xp41 = j | Xo,...,Xn) = ¢(Xy,j). Por consiguiente, (X,,)n>0 es una cadena de
Markov homogénea con distribucién inicial p y matriz de transiciéon Q.
O

Proposiciéon 1.6 (Distribucién conjunta). El proceso estocdstico (X;) es una CMH, con dis-
tribucion inicial @ y matriz de transicion Q = [q(z,y)], si y sdlo si, para cada n € Ny y
cualesquiera xg, ..., Ty, € S

P[Xo = z0, X1 = 21,..., Xn = 2] = u(x0) ¢(z0, 1) g(z1,22) - - - @(@Xn—1, Zn). (3)

Demostracion. Supongamos primero que (X,,) es una CMH, con distribucién inicial @ y matriz
de transicion @ = [¢(x,y)]. Procedemos por induccién en n. Para n = 0 es P[ Xy = x0] = p(zo).
Supongamios que (3) se cumple para n y P[ Xy = z9,...,X,, = x,] > 0. Por la propiedad de
Markov (1),

P[Xo = z0,..., Xny1 = Tpy1] = P[Xo = 20,..., Xpy = 20 (20, Try1)

= p(zo)q(zo, 1) - - q(Tn-1, Tn)q(Tn, Tni1).



Si P[Xo = =g, ..., X, = z,] = 0, por la hipdtesis de inducciéon, ambos miembros de (3) son 0
para n + 1.

Supongamos ahora que se cumple (3). Basta verificar (1) solo cuando P[Xy = =, ..., X, =
xn] > 0, por lo que es inmediato ver que

P[Xo =20y .- ,Xn+1 = :z:n+1] .
P[Xo = 20,..., Xp = 2] 90, Tns1).
Ademas (3) se reduce a la distribucion inicial de la cadena cuando n = 0. O

1.2. Transiciéon en n pasos

Sea ¢, (z,y) la entrada (z,y) de la matriz Q™, con qo(z,y) = Oy.

Lema 1.7 (Ecuacién de Chapman-Kolmogorov). Sea (X)) una CMH con matriz de transicion
Q = [q(z,y)]. Entonces

QW—I—n(wv y) - Z qm($7 Z) qn(z, y)
z€S

para z,y €S ym,n >0 .
Demostracion. Se obtiene de la igualdad Q™" = QmQ™. O

Proposiciéon 1.8. Sea (X,,) una CMH con distribucion inicial p y matriz de transicion Q =

[Q(,y)].
(a) SiP[Xy = x] >0, entonces

P Xkin =y | Xk =] = qn(z,9), n > 0.
(b) Si py denota la distribucion de X,,, entonces
Hn = NQn-
Demostracion. (a) Procedemos por induccién sobre n. Para n = 0,
PXy =y | Xp = 2] = 0y = qo(7,y).
Supongamos ahora que
P Xkin =2 | Xk =] = gn(z,2)
para x,z € S. Por la ley de la probabilidad total,

PXpini1 =y | Xe = 2] = > P[Xpinp1 =y Xpgn = 2 | Xp = 2]
zelb

= Z ]P)[Xk—i-n—i-l =Y ’ Xk+n = Z,Xk = x]IP’[Xk+n =z | Xk = :E]
zeFE

= > anlx, 2)q(z,y)

zelE
= qn+1(2,y),
pues Q"M = Q"Q.
(b) Para y € S, por la ley de la probabilidad total,
pn(y) = P[Xy = y]

=) PX, =y | Xo=z|P[X, = ]
el

=Y p()gn(z,y).

el

Es decir, uy(y) es igual al producto de p por la columna y de Q", por lo tanto p, = p@Q". O



1.3. Filtraciones y tiempos de paro

Dada una o—élgebra F, decimos que la familia {F;}+>0 (de sub—o—élgebras de F) es una
filtracion si
s<t = FsCF:.

Cuando tenemos una sucesion (X,,) de variables aleatorias, su filtracién natural es
Fn i=0{Xo,..., Xn} (4)

Intuitivamente, para decidir si un evento estd o no en JF,, solo se necesita la informacion de
Xo,..., Xn.

Definicién 1.9. Sea (X,,) una sucesion de variables aleatorias definidas en el espacio de proba-
bilidad (2, F,P). La variable aleatoria T :  — NoU{oco} es un tiempo de paro, con respecto
a (4), si

[T=n]={we|Tw)=n}eF, neN.

Observacion 1.10. Dada una funciéon T': Q — Ny U {oco}, puede probarse la siguiente equiva-
lencia: existe una funcién medible ¢, : Rt — {0,1} tal que

l[T:n] = gpn(X(]?Xl? ERER) Xn)a
si y s6lo si T es un tiempo de paro con respecto a la filtracién natural de (X,,).

Ejemplo 1.11. Sea (X,,) una sucesién de variables aleatorias con su filtracién natural. Si
B C R, entonces el tiempo de primera entrada (o primera visita) a B

Tp =min{j | X; € B}
es un tiempo de paro. En efecto,
[T=nl={weQ| Xow) ¢ B,...,Xpn_1(w) ¢ B, X,(w) € B} € Fp,

ya que [Xj € B] pertenece a F, C Fp, k < n.

2. Clasificacion de estados

Definicién 2.1. Sea (X,,) una CMH con espacio de estados S. Un estado x € S es recurrente
(o persistente) si
P[X,, = z para algin n > 1| Xy = 2] =1,

es decir, si la probabilidad de regresar eventualmente a z es 1. Si esta probabilidad es estricta-
mente menor que 1, el estado x se llama transitorio.

Consideremos la probabilidad de primera visita al estado j € S en n pasos. Paran > 1,
sea

fn(%]) = P[Xl #]) X2 #jvan—l 7&]7 Xn :] ‘ XO :7‘] (5)
BT, = | Xo =il

es decir, la probabilidad de que la primera visita al estado j ocurra en el n-ésimo paso, partiendo
de i. Aunque f, (i, 7) estd definida s6lo para n > 1, en ocasiones es 1til la convencién fo(i,7) = 0.
Definimos la probabilidad de que la cadena visite alguna vez el estado j, partiendo de ¢,

Fid) = Fulind). (©)
n=1

Observe que j es recurrente si y sélo si f(j,7) = 1.



Lema 2.2 (Descomposiciéon por primera visita). Sean i,j7 € S y m > 1. Entonces

m
Z Qm k .7 .7)
Mads ain,
o0 oo
> am(ind) = £(.9) Y ar (- 9)-
m=1 r=0
Demostracion. Notemos que si X,,(w) = j, entonces
Tj(w) = minfr > 1| X,(w) = j} < m,

es decir, w € [T; = k] para algin k£ < m. Por lo tanto,
m
[Xom =] € 1T =],
donde la unién es disjunta. Luego

qm(Z,]): P(Xm_.jv _k‘XO_Z)

NE

e
Il
—

M

P(Xpn=j | Tj =k, Xo=1)P(Tj = k | Xo = i)

e
Il
—

I
(]
)

3

—k(7,9) fr(i, J).

e
Il
—

En el caso k = m se obtiene ¢y(j,7) =P( X =7 | X =7) = 1.
Para la segunda igualdad, sumamos sobre m > 1. Como todos los términos son no negativos,
podemos intercambiar el orden de las sumas

S (i) = 33" £l ) gmsGi )
m=1

- i i Ji(s3)am—r (4, 7)

k=1 m=k

— S Al Gi)

k=1r=0

— 60> 4 Gd).

r=0

Teorema 2.3 (Criterio de recurrencia). FEl estado j es recurrente si y sélo si

00
Z Qn(j’j) =0
n=1

oo
Si j es recurrente e i € S satisface f(i,7) > 0, entonces Z an(i,7) = 00

n=1



Demostracion. Escribamos f = f(4,7), fr = fr(4,7),

Sy = am(jg), S= lim Sy.

M—o0
m=1

Supongamos primero que j es recurrente, es decir, f = 1. Si fuera S < oo, el Lema 2.2 daria
S=f(1+95=1+5,

lo cual es imposible. Por lo tanto S = cc.

Reciprocamente, supongamos que j no es recurrente, f < 1, y veamos que S < co. Por el
Lema 2.2,

M
S =Y am(jj)
m=1
M m
=> > fram—r(4.4)
m=1r=1
M M
= Z Z fr @m—r(J,7)
r=1m=r
M M—r
=> > wld )
r=1 k=0
< f(1+Sum).

De la dltima desigualdad tenemos que Sys < f/(1 — f) para todo M, por lo que S < oo. Esto
prueba que si S = oo, entonces j es recurrente.

Para demostrar la segunda afirmacién, supongamos que j es recurrente y f(z,y) > 0.
Entonces Y~ qk(j,7) =1+ S = oo y, por el Lema 2.2,

i pm(ivj) = f(l’j) ipk(,ﬁj) = 00
m=1 k=0

O
o

Corolario 2.4 (Estados transitorios). El estado j es transitorio si y sélo si Z an(j,J) < oo;
n=1

en tal caso

f(] j)
an” 1—£(j.j)

Si j es transitorio, entonces para todo i€ S

f(i,75) _
Zq"” f(]])<007

en particular, q,(i,7) — 0 cuando n — oo.

Demostracion. Escribamos f = f(j,7) v S =>,,51 (7, 7)-

Por el Teorema 2.3, si j es transitorio, entonces f < 1y S < oo. Usando el Lema 2.2,
tenemos S = f (1 +5) de donde S = f/(1 — f).

Sea ¢ € Sy supongamos que j es transitorio. Entonces



y por el Lema 2.2,

mz::IQm(iyj) = J;(E? < 0.

O

Definicién 2.5 (Comunicacién). Decimos que el estado x se comunica con el estado y,
escribimos ¢ — y, si gm(x,y) > 0 para algin m > 0. Decimos que x e y se intercomunican,
escribimos x <>y, siz — yy y — .

Notemos que siempre se cumple = — z, pues qo(z,z) = 1. Si x # y, entonces x — y si y
sélo si f(x,y) > 0.

Proposicion 2.6. La relacion < es una relacion de equivalencia en S.

Demostracion. La reflexividad se sigue de qo(x,z) = 1 y la simetria es inmediata de la defi-
nicién. Para la transitividad, supongamos que ¢, (z,y) > 0y qr(y, z) > 0. Por la ecuacién de
Chapman—Kolmogorov,

Gk (2,2) = Y gz, w) qr(w,2) > gm(z,y) @y, 2) > 0.
weS

Asi, z — yy y — z implican x — z; aplicando esto en ambos sentidos se obtiene la transitividad
de . O

Por lo tanto S se parte en clases comunicantes, que son las clases de equivalencia de <.

Definicién 2.7 (Conjuntos cerrados e irreducibles). Sea C' C S.
(a) C es cerrado si g(z,y) = 0 para cualesquiera x € C'y y ¢ C.
(b) C es irreducible si x <> y para cualesquiera z,y € C.
(c¢) Un subconjunto cerrado de la forma {z} se llama absorbente, es decir, ¢(z,z) = 1.

Si S es irreducible, decimos que la cadena es irreducible.

Notemos que, una vez que la cadena entra en un conjunto cerrado C, ya no sale de él.
Ademas, cada clase comunicante es un conjunto irreducible.

Definicién 2.8 (Periodo). Sea = € S tal que ¢, (z,x) > 0 para alguin n > 1. El periodo de
x €S es
d(x) =med{n >1: q,(z,z) > 0}.

El estado z es periédico si d(x) > 1 y aperiddico si d(z) = 1.

Ejemplo 2.9 (Ciclo determinista, d = 3). Sea S ={1,2,3} y

010
Q=10 0 1},
1 00
es decir, la cadena recorre 1 -2 — 3 — 1 — ---. Partiendo de 1, sélo se regresa en los tiempos

3,6,9,..., asi que ¢,(1,1) >0siysélosi 3 |ny
d(1) = mcd{3,6,9,...} =3.

Dado que los tres estados se comunican, como veremos en el Teorema 2.12(a), d(1) = d(2) =
d(3) = 3.

Si ahora se cambia la primera fila a ¢(1,1) = %, q(1,2) = %, entonces ¢1(1,1) > 0, luego
d(1) = 1 y, nuevamente por el Teorema 2.12(a), los tres estados son aperiddicos. Basta una
sola modificacién en un estado para cambiar el periodo de toda la clase.



Ejemplo 2.10 (Caminata aleatoria en Z, d = 2). En el Ejemplo 1.3 (con ¢(j,j +1) = q(j,7 —
1) = %), para regresar a (0 se necesitan tantos pasos a la derecha como a la izquierda, por lo
que el nimero de pasos es par:

. . 2n\ 1
4n(0,0) =0 sin es impar, q2n(0,0) = (n ) 220 > 0. (7)

Entonces d(0) = mcd{2,4,6,...} = 2. Como Z es una sola clase de comunicacién, todos los
estados tienen periodo 2. Lo mismo ocurre con las urnas de Ehrenfest (Ejercicio 3.1): en cada
paso X,, cambia en £1, asi que sélo se puede regresar a un estado en un niimero par de pasos.

Ejemplo 2.11 (Aperidédico con ¢(z,z) = 0). Sea S ={1,2,3} y

Q=

=N O
S O =
o O

Partiendo de 1 se puede regresar en dos pasos (1 — 2 — 1, con probabilidad %) 0 en tres
(1 -2 — 3 — 1, con probabilidad %), asi que ¢2(1,1) > 0y ¢3(1,1) > 0. Por lo tanto

d(1) = med{2,3,...} = 1.

El estado 1 es aperiddico aunque ¢(1,1) = 0. Esto muestra que g(z,z) > 0 es una condicién
suficiente para que x sea aperiddico, pero no necesaria, y que el periodo no es el menor tiempo
de retorno posible (aqui el menor es 2).
Teorema 2.12 (Propiedades de clase). Sii < j, entonces

(a) @ y j tienen el mismo periodo;

(b) @ es transitorio si y sélo si j es transitorio;

(c) i es recurrente si y sélo si j es recurrente.

Demostracion. Sii = j, las tres afirmaciones son inmediatas. Supongamos ¢ # j. Como i < 7,
existen m, k > 1 tales que

Q= QW(Zaj) Qk(j7z) > 0.

Por la ecuacién de Chapman—Kolmogorov, para todo r > 0,

QWH-T-Hi‘(i?Z') > Qm(iaj) QT(jvj) Qk(jvi) = O‘QT‘(jvj) (8)

Qk+r+m(jaj) > Qk(j,i) qr(ivi) qm(iaj) = aqr(iﬂi)' (9)

(a) Tomando 7 = 0 en (8) y en (9) se tiene gm+x(i,7) > 0y gm4x(j,7) > 0; en particular,
d(i) y d(j) estdn bien definidos y d(i) divide a m + k. Sea r > 1 con ¢,(j,7) > 0. Por (8),
Gm+r+k(1,1) > 0, de modo que d(i) divide a m 4+ r + k y, como también divide a m + k, divide
a r. Asi d(i) es un divisor comun de {r > 1 : ¢,(j,7) > 0}, y por lo tanto d(i) divide a d(j).
Intercambiando los papeles de i y j, se obtiene que d(j) divide a d(i). Luego d(i) = d(j).

(b) Supongamos que i es transitorio. Por el Corolario 2.4, 37~ qn(i,i) < oo. Sumando (8)

sobre r > 1,
az‘]r(jaj) < ZQm—H‘—i-k(iai) < ZQn(iai) < 0.
r>1 r>1 n>1

Como a > 0, se tiene »,~; g-(j,7) < oo. Por el Corolario 2.4, j es transitorio. La implicacién
reciproca es analoga, usando (9) en lugar de (8).

(c) Cada estado es recurrente o transitorio (no se cumplen simultdneamente ambas propieda-
des). Entonces la afirmacién se sigue de (b). O



Por el Teorema 2.12, ser recurrente, ser transitorio y tener un periodo dado son propiedades
de clase. Tiene sentido hablar de una clase recurrente, transitoria o aperiédica, y de una cadena
irreducible recurrente.

Teorema 2.13 (Teorema de descomposicion). El espacio de estados se parte de manera inica
como
S=T U C; UCy U---,

donde T es el conjunto de estados transitorios y cada C; es un conjunto irreducible y cerrado
de estados recurrentes.

Demostracion. Por la Proposicién 2.6, <+ es una relacion de equivalencia en S, de modo que S se
parte en clases comunicantes. Por el Teorema 2.12(b) y (c), los estados de una misma clase son
todos recurrentes o todos transitorios. Sean C7, Co, ... las clases recurrentes y sea 1" la union de
las clases transitorias, que es el conjunto de estados transitorios. Entonces S = TUC;UCoU- - -
es una union disjunta, y cada Cj; es irreducible por ser una clase comunicante.

Veamos que cada C; es cerrado. Sean x € C;, y ¢ C; (en particular y # x) y supongamos
que ¢(x,y) > 0. Como y ¢ C;, no se cumple y — = (de lo contrario z <» y y y € C;). Es decir,
qr(y, ) = 0 para todo k > 0. Escribamos P, = P[- | Xo=z], A=[X1=y]y

B = [X,, = z para algin n > 1].

Como y # z, el evento A N B estd contenido en la unién de los eventos [X; = y, Xj = z],
k > 2, por lo tanto

P(ANB) < > P[Xi =y, Xp=a]=>_ q(x,y) qe-1(y,z) =0.
k>2 k>2

Entonces P(A) + Py(B) <1y como Py(A) = q(z,y),
Po(B) < 1—q(z,y) < L

Esto contradice que x sea recurrente. Por lo tanto C; es cerrado.

Unicidad. Sea S =TUC]UC)U--- otra particién con las mismas propiedades. Cada C
es irreducible y esta formado por estados recurrentes, por lo que estd contenido en una clase
comunicante recurrente C'. Como C’} es cerrado y desde sus estados se alcanza todo C| se tiene
C’J‘ =C.

Ademaés, los C’j’- cubren todos los estados recurrentes y dos clases comunicantes con un
estado en comun coinciden. Por tanto, los C’]’- son exactamente las clases recurrentes, y ambas
particiones tienen los mismos bloques.

O]

A partir del Teorema de descomposicion, tenemos las siguientes observaciones. Si X € Cj,
la cadena nunca sale de C; y podemos tomar C; como el espacio de estados. Si Xg € T, la
cadena permanece en T para siempre o termina atrapada en algin C;.

Proposiciéon 2.14. Si S es finito, entonces para todo x € S,
P[X,, €T para todon > 0| Xo=2x] =0,

es decir, la cadena no permanece en T para siempre. En particular, al menos un estado es
recurrente.
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Demostracion. Sea x € S. Por el Corolario 2.4, g,(z,y) — 0 cuando n — oo para todo y € T..
Como T es finito,
P[Xn€T|X0:x} = ZQn(xay) — 0.
yeT

Entonces, para cada n > 0,
P[XyeT paratodok>0| Xg=2] < P[X,eT|Xo=1x],

y haciendo n — oo el lado izquierdo es 0.

Si todos los estados fueran transitorios, se tendria T'= S y P[X,, € T | Xy = z] = 1 para
todo n, lo cual contradice que ese niimero tienda a 0. Por lo tanto, al menos un estado es
recurrente. U

Ejemplo 2.15. Sea S ={1,2,3,4,5} y

O

Il
O = O Wi N=
S O O won=
=R = O O
OR- O O O
=R O O O

Clases comunicantes. Se tiene 1 <> 2, pues ¢(1,2) > 0y ¢(2,1) > 0. El estado 3 es absor-
bente. Desde 4 se llega a 1, 3 y 5, pero desde ninguno de ellos se regresa a 4; y desde 5 se llega
a 3, pero no se regresa a 5 una vez que se sale. Por lo tanto las clases comunicantes son

{2y, {3, {4, {5k

Estados recurrentes. Los conjuntos {1,2} y {3} son cerrados: las filas 1 y 2 tienen entradas
nulas fuera de {1,2}, y ¢(3,3) = 1. Restringida a {1,2}, la cadena es finita e irreducible, asi
que por la Proposicion 2.14 tiene un estado recurrente, y por el Teorema 2.12 todos lo son. El
estado 3 es recurrente porque f(3,3) =¢(3,3) = 1.

FEstados transitorios. Desde 4 la cadena puede pasar a 1, 3 o 5 y no regresar nunca, de modo
que f(4,4) = q(4,4) = i < 1. Anélogamente, f(5,5) = ¢q(5,5) = % < 1. Como verificacién, por
el Corolario 2.4,

n 4,4 " ;
> gy =3 (1) :;:%’ > 0:(5.5) = 3 (3) :1:%.

n>1 n>1 n>1

Descomposicion. Asi,
S=TuUC;UCy, T ={4,5}, Cy={1,2}, Cy=1{3},

donde C'; y Cs son irreducibles, cerrados y recurrentes. Observemos que 1" no es irreducible,
sino unién de dos clases transitorias, y que no es cerrado, pues desde 4 y 5 la cadena puede
salir de T.

Comportamiento de la cadena. Si Xog € C7 o Xg € Cs, la cadena permanece ahi para
siempre. Si Xg € T, por la Proposicién 2.14 la cadena sale de T casi seguramente y queda
atrapada en C1 o en Cs. Por ejemplo, desde 4: en cada paso se permanece, se va a 1, a 3 0 a
5, cada uno con probabilidad %, y desde 5 se termina en 3 con probabilidad 1. Entonces

Plterminar en C; | Xo = 4] = %, Plterminar en C | Xo = 4] = 2.

11



3. Comportamiento asintoético

En esta seccion, S es un conjunto finito, las distribuciones sobre S se consideran como
vectores fila, de modo que @ es el producto de un vector fila por la matriz Q).

3.1. Distribucion estacionaria

Definicién 3.1 (Distribucién estacionaria). Una distribucién m sobre S es estacionaria (o
invariante) para la matriz de transicién @ si

T =7Q, es decir, (y) = Z m(x) q(x,y) paratodoy € S.
€S

Observacion 3.2. Si 7 es estacionaria, entonces 7Q" = 7 para todo n > 0, por induccién. Por
la Proposicién 1.8(b), si X tiene distribucién 7, entonces X, tiene distribuciéon 7Q™ = 7 para
todo n > 0: la distribucién de la cadena no cambia con el tiempo. Equivalentemente, 7 es un
vector propio izquierdo de () asociado al valor propio 1, cuyas entradas son no negativas y
suman 1.

Teorema 3.3 (Existencia). Si S es finito, toda matriz estocdstica Q sobre S tiene al menos
una distribucion estacionaria.

Demostracion. Sea p una distribucion cualquiera sobre S y, para N > 1, sea

1 N—-1
VN = N Z pQ".
n=0

Por el Ejercicio 4.4, cada puQ" es una distribucién, y por lo tanto vy, que es un promedio de
distribuciones, también lo es. El conjunto de distribuciones sobre S es cerrado y acotado en R,
luego compacto, porque S es finito. Entonces existe una subsucesién (vn, )r>1 que converge a
una distribuciéon .

Veamos que 7() = 7. Como

1 Y 1 = 1, v
vQ —vn =5 > HQ" = 5 3 pQ" = = (nQY — p),
n=1 n=0

y uQ" y u son distribuciones, se tiene

Slew@-m)] < 5 — o

Como el producto por @ es continuo (es una aplicacién lineal en dimensién finita), tomando
N = Ny y k — oo resulta 7Q) — 7 = 0. O

Segunda prueba del Teorema 3.3. Sea
A:{MERS: p(x) > 0 para todo x € S, Zu(w)zl}
z€S

el conjunto de distribuciones sobre S. Como S es finito, A es un subconjunto no vacio, compacto
y convexo de RI°l. Definimos

FiAS A f(n) = pQ.

Por el Ejercicio 4.4, u@Q € A siempre que pu € A, de modo que f estd bien definida, y es
continua porque es lineal en dimensién finita. Por el teorema de punto fijo de Brouwer, existe
m € A tal que f(m) =7, es decir, 7Q = 7. O
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Ejemplo 3.4 (Cadena de dos estados). Sea S ={1,2} y
Q= |t7a @ be0,1]
- b 1 _ b ) a’? I .

Buscamos m = (w1, m2) con 7Q = 7, w1, m2 > 0y m + me = 1. La ecuacién 7Q) = 7 equivale a
7T1=(1—6L)7T1—|—b71’2, 7T2=CL7I’1+(1—[))7T2,

y ambas se reducen a la misma:
am = bms. (10)

Distinguimos dos casos.
Caso a + b > 0. Sustituyendo mo = 1 — 71 en (10), am = b(1 — 1), de donde

B b a
= (ﬂ’ m>’
y es la unica distribucién estacionaria.
Caso a = b = 0. Entonces Q = I, y toda distribuciéon sobre S es estacionaria: la cadena
nunca se mueve, y la distribucién estacionaria no es tnica.
Interpretaciéon. En el caso a + b > 0, la ecuacion (10) dice que, bajo 7, la probabilidad de
pasar de 1 a 2 en un paso, mia, es igual a la de pasar de 2 a 1, mob. Casos particulares:

» Sia=0b, entonces 7 = (1, 1).

202
» Sia=0<b, el estado 1 es absorbente, el estado 2 es transitorio y = = (1,0).
= Sia=0b=1,lacadena alterna 1,2,1,2,..., tiene periodo 2 y m = (%, %)

Lema 3.5 (Positividad). Sea Q irreducible y sea w € RS un vector fila con w(z) > 0 para todo
x €S, w#0ywQ =w. Entonces w(y) > 0 para todo y € S.

Demostracion. Por induccién, w@Q" = w para todo n > 0. Como w # 0, existe x € S con
w(zx) > 0. Sea y € S. Por irreducibilidad, z — y, es decir, existe n > 0 con ¢,(z,y) > 0. Como
todos los términos son no negativos,

w(y) =Y w(z) gu(z,y) > w(z)ga(z,y) > 0. O
z€S

Teorema 3.6 (Unicidad). Sea S finito y sea (X,,) una cadena irreducible con matriz de tran-
sicion Q). Entonces existe una unica distribucion estacionaria m con m(z) > 0 para todo x € S.

Demostracion. La existencia es el Teorema 3.3. Por el Lema 3.5, toda distribucion estacionaria
es estrictamente positiva.
Sean 7 y 7 distribuciones estacionarias. Como 7/(x) > 0 para todo x € S y S es finito,

existe
. m(z)
¢ = min

zeS 7' (x)

I

alcanzado en algin zg € S. Sea w = 7 — ¢n’. Entonces w > 0, wQ = w y w(xg) = 0. Si w # 0,
el Lema 3.5 darfa w(zg) > 0, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto w = 0, es decir, 7 = ¢/,
y sumando sobre z € S se obtiene 1 = ¢. Asi, 7 = 7’. O

Observacion 3.7. La prueba no usa la recurrencia de los estados, y la finitud de S se usa
sOlo para la existencia. Sin embargo, por la Proposicién 2.14 y el Teorema 2.12, una cadena
irreducible y finita tiene todos sus estados recurrentes.

Proposiciéon 3.8. Si w es una distribucion estacionaria y v € T, entonces m(x) = 0.
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Demostracion. Como mQ"™ = m, para todo n > 0,
w(z) =Y 7(y) auly, 2).
yeS

Por el Corolario 2.4, g,(y,x) — 0 cuando n — oo para todo y € S. Como S es finito, podemos
pasar el limite dentro de la suma, y resulta m(x) = 0. O

Observacion 3.9. Sea S =T UC1U---UC, la descomposicion del Teorema 2.13. Como cada Cj
es cerrado, la restriccién Q; = [¢(z,y)]zyec, €s una matriz estocastica sobre Cj, y es irreducible.
Por el Teorema 3.6, (); tiene una tnica distribucién estacionaria 7;, estrictamente positiva. Si
m; denota su extensiéon por cero a S, entonces m; es una distribucion estacionaria para Q.

Junto con la Proposicién 3.8, que asegura que toda estacionaria se anula en 7', se obtiene
que las distribuciones estacionarias de () son exactamente las combinaciones convexas

T

r
W:ZCiﬂ-ia Cz’ZO» Zcizlv
i=1

i=1

Con ¢; = e, m(z). En particular, hay una distribucion estacionaria por cada clase recurrente,
y es Unica si y s6lo si 7 = 1, es decir, si hay una sola clase recurrente. Una cadena irreducible
eselcasor =1y T = 0.

Por ejemplo, para la cadena del Ejemplo 2.15 se tiene T' = {4,5}, C1 = {1,2} y Cy = {3},
de modo que r = 2y las distribuciones estacionarias forman la familia Ay +(1—X\)we, A € [0, 1],
con m = (£,2,0,0,0) y m2 = (0,0,1,0,0).
3.2. Teoremas limite

Sea S finito. Para un vector fila w € R escribimos ||wl||; = >oyes [w(y)l-

Lema 3.10 (Contraccion). Sea P una matriz estocdstica sobre S y sea

£ = %gggP(az,y) € [0,1].

Entonces, para todo vector fila v € RS con 3, v(z) =0,
[oPli < (1 =)l
Demostracion. Sea m(y) = min, P(z,y). Como Y, v(x) =0,

(vP)(y) =D _v(x)(P(z,y) —m(y)),

T

y como P(z,y) —m(y) = 0,
[oPlli <> [o(@)|(P(x,y) —m(y)) = o) (1 —&) = (1 —¢)[|v[x.
y x x
Aqui se usé 3>, P(z,y) = 1y >, m(y) = . Finalmente, ¢ < }°, P(ro,y) = 1 para cualquier
xQ. ]

Teorema 3.11 (Convergencia a la distribucién estacionaria). Sea S finito y sea Q una matriz
estocdstica sobre S. Supongamos que existe N > 1 tal que

gy (z,y) >0 para todos x,y € S.

Entonces existe una unica distribucion estacionaria 7, y w(y) > 0 para todo y € S. Ademds,
con € =3, ming qn(z,y) > 0, para toda distribucion inicial p y todo n > 0,

1nQ" =l < 2(1—g)l"/N.

En particular, pQ™ — 7 y qn(z,y) — w(y) para todos x,y € S.
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Demostracién. Como gy (x,y) > 0, se tiene min, gy (x,y) > 0 para cada y, de modo que € > 0.
Por el Teorema 3.3, existe una distribucién estacionaria 7.

Cota. Sea 1 una distribuciéon y v = p—m; entonces > v(z) =0, ||v][1 <2y vQ" = uQ" —.
Dado n, escribimos n = kN + r con 0 < r < N. El vector vQ)" también tiene suma cero, pues
>y (vQ")(y) = 32, v(z) = 0. Aplicando k veces el Lema 3.10 con P = QY y recordando que
Q" no aumenta la norma || - ||; de un vector de suma cero (es el caso € > 0 del mismo lema),

Q"1 = |(e@N@Q™)], < A=) 0@y < L —e)* v < 2(1—-2)".

Como [n/N|=ky0<1-—e<1,estoesla cotay su limite es 0. Tomando x concentrada en
x resulta g, (x,y) — 7(y).

Unicidad. Si 7' es otra distribucién estacionaria, tomando p = 7’ se tiene 7’ = 7#'Q"™ — T,
luego 7’ = .

Positividad. Como m = 7Q", para cada y € S,

w(y) = Y n@) av(a,y) > mingy(e,y) Y () 0

xT

Ejemplo 3.12 (Cadena de dos estados). En el Ejemplo 3.4, con A = 1 — a — b se verifica por
induccién que
m 2
n=1I "I-11I II=
eemoram, nefp 7]
donde se usan IIQ = QII = II y I12 = II. Por lo tanto Q™ — II si y sélo si |A| < 1, es decir,
salvoa =b=0ya=0b0=1. 50 < a,b < 1, todas las entradas de ) son positivas y el
Teorema 3.11 se aplica con N = 1y ¢ = min(l — a,b) + min(a,1 — b). Del mismo modo, el
modelo del clima del Ejemplo 1.2 cumple la hipétesis con N = 1, y la distribucién del clima
converge a m = (2, ll, ).
Observacidon 3.13 (Sobre la hipdtesis). Sea S finito. La hipdtesis del Teorema 3.11, que alguna
potencia @V tenga todas sus entradas positivas, se cumple en los casos siguientes.

(a) Si todas las entradas de @ son positivas (N = 1).

(b) Si la cadena es irreducible y aperiddica, es decir, irreducible y d(z) = 1 para algtin (y
por el Teorema 2.12(a), para todo) = € S. Esta implicacién es un hecho estandar que
no se demuestra aqui; véase [3, Ejercicio 6.3.9]. Por ejemplo, una cadena irreducible con
q(z,x) > 0 para algun x es aperiddica.

La prueba del teorema sélo usa que € > 0, es decir, que alguna columna de Q¥ sea estricta-
11

0 1

€= %, y por lo tanto la conclusién del teorema se cumple con la inica distribucién estacionaria
7= (0,1): gn(z,y) — 7(y) para todos z,y € S. Sin embargo, la cadena no es irreducible, pues
el estado 1 es transitorio.

mente positiva, y esto es mas débil. Por ejemplo, para ) = ( ) la columna 2 es positiva,

Si la cadena es periddica, ¢, (z,y) puede no converger: con a = b = 1, la cadena alterna
1,2,1,2,... y ¢,(1,1) =1,0,1,0,.... Sin embargo, los promedios si convergen.

Teorema 3.14 (Promedios de Cesaro). Sea S finito y (X,,) una cadena irreducible, con dis-
tribucion estacionaria w. Entonces, para x,y € S,

1 N=
N Z: — 7(y) (N — o0).
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Demostracion. Sea p la distribucién concentrada en z y vy = % Zg;ol pQ™, que es una distri-
bucién. Como vyQ — vy = +(u@QY — ) tiene norma || - ||1 a lo més 2/N, todo punto limite de
(vn) es una distribucién estacionaria, y por el Teorema 3.6 es 7. El conjunto de distribuciones
es compacto, de modo que toda subsucesion de (vy) tiene a su vez una subsucesién convergente,
y su limite es 7. Por lo tanto, vy — . O

Observacion 3.15. La irreducibilidad es necesaria en el Teorema 3.14: si hay mas de una clase
recurrente, el limite de ¢, (z,y), cuando existe, depende de z. Por ejemplo, si z y y estan en
clases recurrentes distintas, ¢, (z,y) = 0 para todo n, aunque 7(y) > 0 para alguna estacionaria.

3.3. Ley de los grandes niimeros

Sea (X,,) una cadena irreducible con espacio de estados S finito y matriz de transicién Q.
Para x € S y n > 1 sean

n—1 n
Vn(m) = Z 1[Xk.:x}7 Vn($> = Z ]-[Xk:x]y
k=0 k=1

el nimero de visitas a x antes del tiempo n y hasta el tiempo n, respectivamente; entonces
|Vi(x) =V, (z)| < 1. Escribimos P; = P|- | Xo = i] y E; para su esperanza. Como en la Seccién
2, T, es el tiempo de primera visita a = y

fuli, ) = Bi[Ty = n]

es la probabilidad (5) de primera visita a  en n pasos.
Lema 3.16 (Colas geométricas). Sea S finito, la cadena irreducible, x € S y s = |S|. Existe
5 € (0,1] tal que, para todo i € S y todo k > 0,

Pi[T, > ks] < (1 —6)k.
En particular, B[T, < oo] =1 y E;i[T;] < s/ < 0.
Demostracion. Fijemos ¢ € S. Veamos que existe una historia ¢ = yo,y1,...,4 = © con 1 <
I <s, q(y—1,y1) > 0 para todo ¢, y y # x si 0 < t <. Si i # z, tomamos una historia de
longitud minima de 7 a x, que existe por irreducibilidad: sus estados son distintos, de modo
que ! < s—1,y x sblo aparece al final. Sii =x y s = 1, entonces ¢(z,z) =1yl=1.Sii=xy
s > 2, existe j # x con q(z,7) > 0 (de lo contrario z seria absorbente y no se alcanzarfa ningin
otro estado desde z); anteponiendo el paso x — j a una historia de longitud minima de j a x
se obtiene una historia con | < s.

La probabilidad p; = Hizl q(yt—1,y:) > 0 de seguir esa historia cumple P;[T, < s| > p;.
Como S es finito, d :=min;p; >0y

BT, <s|>$¢ para todo i € S.

Sea k > 1. El evento [T, > ks] es la unién disjunta de los eventos B = [Xy = i, X; =
Yooy Xis = 5] CON Yy ps # 20y [To > (k+1)s] = [Ty > ks] ) [Xpops £ 2, 1 1 < 5],
Por la Proposicién 1.6, para cada B como arriba,

-P’L(B N [Xk:s-i-t 7& z, 1 <t< 5]) = PZ(B) Pj[Tx > S]a
y sumando sobre B,
PT, > (k+1)s] =Y BTy > ks, Xps = j] Pj[Ty > s] < (1= 6) P[T,, > ks].
J

Como P[T, > s] < 1— 6, por induccién B[T, > ks] < (1 — §)*. Finalmente, como P[T} >
n] < (1=,
B[] =3 BT, >n]<s> (1-8)F=2.
L) = Y Pl > <53 (10 =2 0

n>0 k>0

16



Sean 1o =0y 7 = min{n > 7,_1 : X;,, = x} el tiempo de la r-ésima visita a = (con 7, = 0o
si 7,1 = 00), y 0 =T — T4—1 €l tiempo entre visitas sucesivas. Bajo P, 71 = T,. Sea

Or = Eo[Ty] = Y n fu(z,x) < oco.

n>1

Lema 3.17 (Tiempos entre visitas). Para todo i € S, bajo P; se tiene T, < 0o casi sequramente
para todo r > 1, las variables o1,09,... son independientes y o2,03,... tienen la misma
distribucion,

Piloy, =n] = folz,z) (n>1, r>2), Eiloy] = 6,.

Demostracion. Por el Lema 3.16, Y, fo(z,2) = Py[T, <o) =1y 11 =T, < o0 Pi-c.s.

Sear > 2, h= (hl, e 7hr—1) S Nr_l, H;, = [01 =hi,...,0p_1 = hr—l] y k=hi+--+h._1.
El evento Hj, es la unién disjunta de los eventos B = [Xy = i, X1 = y1,..., Xk = x|, donde
yr = x si y s6lo si t € {hy, h1 + ha, ..., k}, y sobre cada B se tiene 7,_; = k. Paran > 1,
Bnlo, =n]=BN[Xkr1 #2,..., Xkyn-1 # ¢, Xitn = 2], y por la Proposicién 1.6,

P(BN[or=n])=P(B) >  q(x,21)q(z1,2) - q(zn-1,7)

21,0y 2n— 17

= P(B) fu(z,z).
Sumando sobre B,
P,(HpN oy =n]) = P;(Hy) fo(x, ) para todo h, n > 1. (11)

Sumando (11) sobre n y usando Y., fn(z,z) = 1 se obtiene P;(Hy N [r, < o0]) = P;(Hy), v
sumando sobre h, por induccién en r, P;[7, < oo] = 1 para todo r. Entonces Y, P;(Hp) = 1,
y sumando (11) sobre h resulta Pj[o, = n| = f,(x,z). Por lo tanto (11) dice que P;(Hp N
[0 = n]) = Pi(Hyp) Pi[o, = nl, es decir, o, es independiente de (o1, ...,0,_1); por induccion,
01,092, ... son independientes. La media es Y., n fn(x, ) = 6,. O

Teorema 3.18 (Frecuencia de visitas). Sea S finito y (X,,) una cadena irreducible, con dis-
tribucion estacionaria w. Entonces, para toda distribucion inicial p y todo x € S,
V() 1

- — 7(x) = 7E1[T$]

P, -casi seguramente.

Demostracion. Fijemos ¢ € S y trabajemos bajo P;; el caso general sigue de P, = Y, u(i)P;.
Paso 1: tiempos entre visitas. Fijemos x € S. Por el Lema 3.17, y como 0, < oo (Lema 3.16),
la ley fuerte de los grandes ntimeros para variables i.i.d. da

T
T, op 1
—T:——i—fg o — 0, c.s.,
r R

pues 01 < 00 C.S. ) B
Paso 2: de ciclos a tiempo. Como 7, < oo para todo r, V,,(z) = 00 c.s., y Vy(2) = méx{r :
7 <n} cumple 7y, < n < 7 . Dividiendo entre V;, = V,,(z),

Ty n Ty Va+1
Vo « Mo Tt Vot

Vo = Vn Vo+1 Vo
Por el Paso 1, ambos extremos convergen a 6, c.s., y por lo tanto

V() 1
- w(x) = o c.s.

17



Como [Vp,(z) — Vi (x)| < 1, lo mismo vale para V;,(z)/n.
Paso 3: identificacion con 7. Sea j € S. Como 0 < V,(j)/n < 1, por convergencia acotada
v el Paso 2,

LS i = [V"(j) — w(j).
k=1

n

Por el Teorema 3.14, % Zz;é qi(i,7) = 7(J), y las dos sumas difieren en (g (i, 7) —qo(4, 7)) /n —
0. Por lo tanto w(j) = 7(j), es decir, n(z) = 1/E,[T,]. O

Corolario 3.19 (Ley de los grandes niimeros para cadenas). Sea S finito y (X,,) una cadena
irreducible, con distribucion estacionaria w. Entonces, para toda distribucion inicial p y toda
funcion f: S — R,

1n—1
- Z f(Xy) — Z m(x) f(x) P,-casi sequramente.
k=0 z€S

Demostracion. Como S es finito, %Z’,;‘;é f(Xk) = X ,es f(x) V"T(x) Por el Teorema 3.18, la
interseccién de los eventos de probabilidad 1 en los que V,,(z)/n — m(z), para cada x € S,
tiene probabilidad 1, y en ella el lado derecho converge a ., w(x) f(x). O

Observacion 3.20. (a) El Corolario 3.19 es una ley fuerte de los grandes niimeros para variables
dependientes: los sumandos f(Xj) no son independientes, y la demostracion del Teorema 3.18
recupera la independencia mediante los ciclos entre visitas sucesivas a . Ademads, el teorema
da la formula 7(z) = 1/E,[T,]: la frecuencia de visitas a z es el inverso del tiempo medio de
retorno.

(b) Los resultados no exigen aperiodicidad. Con @ = b = 1 en el Ejemplo 3.4, la cadena
alterna 1,2,1,2,... y V,,(1)/n — 3 = 7(1), aunque g,,(1,1) no converge.

(c) La irreducibilidad es necesaria. Si hay mas de una clase recurrente, el limite de V,,(z)/n
existe pero es aleatorio: depende de la clase donde termina la cadena. Por ejemplo, si 1 y 2 son
absorbentes y Xy = 3 es transitorio con paso a 1 o 2, entonces V,,(1)/n — 1 si la cadena es
absorbida en 1, y — 0 si lo es en 2.

(d) La demostracion sigue la de [4, Teoremas 5.68 y 5.70], que vale para cadenas irreducibles
con S numerable. Véanse también [1, Teorema 6.4.2] y [5, Corolario 4.60].

4. Ejercicios

Ejercicio 4.1 (Urnas de Ehrenfest). Consideremos dos urnas, A y B, y un total de N bolas.
Inicialmente, las bolas se distribuyen de manera arbitraria entre las dos urnas. En cada instante
n=0,1,2,... se realiza el siguiente experimento: se elige una de las IV bolas al azar, todas con
la misma probabilidad, y la bola elegida se cambia de urna.

Sea X,, el nimero de bolas que se encuentran en la urna A después del n-ésimo experimento.

(a) ;Cuadles son los posibles valores de X,,? Es decir, determine el espacio de estados de la
cadena.

(b) Supongamos que X, = i. Calcule las probabilidades

P(Xpi1 =i+ 1] X, =1)

P(Xpp1=i—1|X,=1).

(c) Explique por qué (X,)n>0 es una cadena de Markov homogénea.
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(d) Para N = 3, escriba explicitamente la matriz de transicion P = [p;;], siguiendo el orden
de los estados
S =1{0,1,2,3}.

(e) Calcule P(Xo =j | Xo =1).

Ejercicio 4.2 (Ruina del jugador). Dos jugadores, A y B, juegan una sucesién de partidas.
En cada partida uno de ellos puede ganar una unidad monetaria del otro. La probabilidad de
que A gane una partida es p, y la probabilidad de que B gane es ¢ = 1 — p. Los resultados de
las partidas son independientes.

El jugador A comienza con N unidades monetarias y el jugador B con M unidades. El
juego termina cuando alguno de los dos jugadores se queda sin dinero. Sea X, la cantidad de
dinero que tiene A después de n partidas.

(a) Determine el espacio de estados de (X,,).

(b) Supongamos que X, =i, donde 0 < i < N + M. Calcule
P(Xpi1=i+1| X, =1)

P(Xpi1 =i— 1| X, =1).

(¢) ¢Qué ocurre cuando X, = 0 o cuando X,, = N + M7 Determina las probabilidades de
transiciéon correspondientes.

(d) Verfique que (X,,)n>0 es una cadena de Markov homogénea y escriba sus probabilidades
de transiciéon
bij = P(Xn1 =7 | Xn =1).

(e) Para N + M = 4, escriba explicitamente la matriz de transicion P. Calcula P(Xy = 0 |
Xo =2).

Ejercicio 4.3 (Movilidad social). Consideremos una poblacién cuyos individuos pueden clasi-
ficarse, de manera simplificada, en tres niveles socioeconémicos

S ={B,M, A},

donde B, M y A representan los niveles bajo, medio y alto, respectivamente. Supongamos que
el nivel socioeconémico de una persona en una generacién depende probabilisticamente de su
nivel en la generacién anterior. La matriz de transicion es

0,75 0,23 0,02
P= 1015 0,70 0,15
0,03 022 0,75

(a) Supongamos que inicialmente el 50 % de la poblacién pertenece al nivel bajo, el 40 % al
nivel medio y el 10 % al nivel alto. Escribe la distribucién inicial pg y calcula la distribucién
1 después de una generacion.

(b) {Cudl es la probabilidad de que una familia que actualmente pertenece al nivel bajo
vuelva a estar en el nivel bajo en dos generaciones?

(c) Supongamos que una familia pertenece al nivel bajo en una determinada generacién.
;,Cudl es la probabilidad de que ascienda dos niveles socioeconémicos en las dos genera-
ciones siguientes, pasando de bajo a medio y posteriormente de medio a alto? Interprete
en términos de porcentajes.

Sugerencia: Calcule P(X1 = M, X2 = A| Xo = B).
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Ejercicio 4.4. Demuestre que si P y () son matrices estocasticas del mismo tamano, entonces
PQ es una matriz estocastica. Pruebe también que si p es una distribucion, pP también lo es.

Ejercicio 4.5. Si (X,,) es una CMH con matriz de transicién P, demuestre que Y, := Xy, es
una CMH con matriz de transicién P2.

Ejercicio 4.6 (Historias incompletas). Sea (X, )n>0 una CMH con espacio de estados S. Sean
ny<ng <---<np<nysean ,y,Tn,,...,Ty, €5. Defina

A=[Xy =2n,,..., X, =2, X, = 2],
y suponga que P(A) > 0. Para la historia h = (yo,...,%n) € S"T!, defina
B =[Xo=vo0,---,Xn = Yn)-
(a) Sea I el conjunto de historias h tales que
Yn; = Tny, L=1,...,k, Yn = .
Explique por qué P(X,,11 =y, A) = > per P(Xnt1 =y, Br). Demuestre que

P(Xpt1 =9, A) = P(Xnt1 =y | Xo = 2)P(4).

Sugerencia: Observe que P(Xp41 =y | Br) = P(Xn+1 =y | X = z), para cualquier h € T'.

(b) Demuestre por induccién sobre m > 1 que

P(Xntm =y | A) =P(Xn4m =y | Xn =)

Sugerencia: De (a) se tiene el caso m = 1.

Ejercicio 4.7. Sea (X,,)n>0 una CMH con espacio de estados S y matriz de transicién P =
[P(x,y)]. Suponga que T' es un tiempo de paro respecto a la filtracién natural de (X,,), y sea
(21)n>0 una sucesién de estados. Para n > 0 y la historia h = (2, ..., Tp—1,2) € S"™!, defina
los eventos

En = [T:n, X() = :L‘(),...,Xn_l = Tn—1, Xn :$]

Bh == [XO = X0y .- ,Xn,1 = Tn—1, Xn == JJ]

(a) Usando la igualdad 17—, = ¢n(Xo, ..., Xy), para alguna funcién medible ¢, con valores
en {0,1}, demuestre que

)

1
0.

En: Bh si gon(h):
@ sipn(h)

(b) SiP(E,) > 0, demuestre que
P(Xntm =y [ En) = pm(z,y).
Sugerencia: Arqgumente por qué En = Bh.
Ejercicio 4.8 (Propiedad fuerte de Markov). En el contexto del Ejercicio 4.7, sea
E=[Xy=a 0<k<T, Xp=ux,

y suponga que P(E) > 0.
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(a) Demuestre que
P(X14m =y | E) = pm(2,y).

Sugerencia: Observe que [Xrim = y] N En = [Xntm = y| N En. Use el Ejercicio 4.7(b), es decir
P(Xntm =y, En) = pm(z,y) P(En) y sume sobre n .

(b) Sea E’ = [Xp = z]|. Demuestre que
]P(XT-HTL =Y ’ El) :pm(f[f,y),

Sugerencia: Note que E C E', luego P(E’) > 0. Repita el argumento de (a) con E;, = [T =n, X, = z|.

(¢) Concluya la propiedad fuerte de Markov

PXrym =y | Xy =12, 0<k<T, Xr=2)=PXrim =y | Xr=2).

Ejercicio 4.9. Considere la caminata aleatoria en Z, con ¢(j,j + 1) = ¢(j, j — 1) = 5. Pruebe
que

n

2 1
4a(0,0) =0 sin s impar,  g2,(0,0) = ( n>22 > 0.

Ejercicio 4.10 (Potencias de una matriz de dos estados). Sea S ={1,2} y

1—a a
Q—[ b 1_()], a,be 0,1, a+b>0.
Sean ™ = (—a_l,’rb, —aib),
H:l”1 ”2], A=1—a—b.
T T2

(a) Demuestre que m@Q = m y que 7 es una distribucién.
(b) Demuestre que I11Q) = II.

(c
(d

Demuestre que QII = II. (Sugerencia: use que las filas de ) suman 1.)
Demuestre que 112 = II.

(e) Demuestre que @ = IT + A(I — II), verificando cada una de las cuatro entradas.

)
)
)
)
)
(f) Demuestre por induccién sobre n > 0 que

Q" =TI+ \"(I —TI).

(g) Demuestre que I —II # 0 y deduzca que Q™ — II si y sélo si || < 1. ;jPara qué valores
de a y b falla esta condicién?

(h) Si 0 < a,b < 1, calecule € = }°, min; g(z,y) y compruebe que se cumple la cota del
Teorema 3.11 con N =1 para p = (1,0), es decir,

[1Q" =l <2(1—¢)".

Ejercicio 4.11 (Estados recurrentes y transitorios). Sea S = {1,2,3} y

Q=

TN NI T
N T Nl T
= O O
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(a) Determine las clases comunicantes y diga cudles son cerradas.

(b) Calcule f,(3,3) para todo n > 1y deduzca f(3,3). ;Es 3 recurrente o transitorio?

. f(3,3)
c¢) Calcule ¢,(3,3) y verifique que n(3,3) = ————.
(c) qn(3,3) y verifique ¢ 7;(1( ) T 3.3)

(d) Demuestre que los estados 1 y 2 son recurrentes. (Sugerencia: la restriccion de @ a {1,2}
es una cadena finita e irreducible; use la Proposicién 2.14 y el Teorema 2.12.)

(e) Escriba la descomposicién S =T UCy U--- del Teorema 2.13.

Respuestas. (a) Las clases comunicantes son {1,2}, que es cerrada, y {3}, que no es cerrada. (b) f1(3,3) = 3 vy
fn(3,3) =0 paran > 2, 3 es transitorio. (c) ¢n(3,3) = 5.

1

2

1

|

27 1-27"
0 1

Ejercicio 4.12. Sea S = {1,2} y

O Nl

(a) Demuestre por induccién que Q™ = [ ] para todo n > 1.

(b) Use la primera igualdad del Lema 2.2, con i = 1y j = 2, para calcular f,,(1,2) para todo
m > 1. (Sugerencia: ¢,(2,2) = 1 para todo r > 0, asi que ¢, (1,2) = > 71 fx(1,2); reste
la igualdad de m — 1 a la de m.) Deduzca f(1,2).

(¢) {Qué estados son recurrentes y cuéles transitorios?

Respuestas. (b) f(1,2) = 1. (c) El estado 1 es transitorio, 2 es recurrente (absorbente).

Ejercicio 4.13. Sea S = {1,2,3} y

Q=

— = O

S O W=
O NN

(a) Demuestre por induccién que, para todo n > 1,
an(1,1) = ¢u(2,2) =277, an(3,3) =1, qn(1,2) =n27".

(b) Demuestre que el estado 3 es recurrente.

(c) Use el Corolario 2.4 para concluir que 1 y 2 son transitorios. Calcule f(1,1) y f(2,2).
(d) Calcule f(1,2). Interprete el resultado.

Sugerencia: Y 7 nz" = o |z| < 1.

(e) Demuestre que ¢,(1,3) =1— (n+1)27".

Sugerencia: Recuerde que las filas de Q™ suman 1.
Respuestas. (c) f(1,1) = f(2,2) =3 (d) f(1,2) =1

Ejercicio 4.14. Sea S = {1,2,3} y

010
Q=40 4
0 10

(a) Demuestre que la cadena es irreducible.
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(b) Encuentre la distribucién estacionaria.

Respuestas. (b) m = (i’ %7 i)

2 2
éste un contraejemplo al Lema 3.57

Ejercicio 4.15. Sea Q = F 2 sobre S = {1,2} y w = (1,0). Compruebe que w@ = w. ;Es

Ejercicio 4.16. Para cada una de las siguientes matrices de transicion determine las clases
comunicantes, cudles son recurrentes, y todas las distribuciones estacionarias.

0 1 0
(a) Q=10 0 1].
_1 0 0
(1 0 0
(b) Q=15 3 0]
i
L4 4 2
[1 0 0]
@a=o 4}
0 5 3]
(1.0 0
(M) Q=13 0 3
_0 0 1_
rir 1
? ? 0 0
5 5 00
(e) Q=12 2 1 2]
0 0 3 3
0 0 7 3
Respuestas. (a) La cadena es irreducible (ciclo de perfodo 3) 7 = (3,3, %). (b) 1 es absorbente y 2, 3 son
transitorios, m = (1,0,0). (c) Las clases {1} y {2,3} son cerradas y recurrentes, m = A(1,0,0) + (1 — A)(0, £, 3),

A € [0,1]. (d) 1 y 3 son absorbentes, 2 es transitorio, 7 = A(1,0,0) + (1 — X)(0,0,1). (e) Las clases {1,2} y
{3,4} son cerradas y recurrentes. Restringiendo @ a cada una, se obtienen las estacionarias (1, %) v (<, &) (ver
Ejemplo 3.4 y Observacién 3.9), 7 = A(%, 2,0,0) + (1 — X)(0,0,-2, &).

272 ) 110 11

Ejercicio 4.17. Sean S = {1,2,3} y

O

I
NIl O
= O Nl
O ol ol

Calcule Q2.

)
b) Calcule € = 3>, min, gn(z,y) para N =1y para N = 2.
ncuentre la distribucién estacionaria 7 y explique por qué es tnica.
B tre 1 distribucion estaci . I L
)

Sea 1 = (1,0,0). Calcule uQ? y uQ*, y compruebe la cota ||uQ" — ||} < 2(1 — &)l/N]
paran =2y n=4.

(e) Sea II la matriz 3 x 3 cuyas entradas son todas % Demuestre por induccién que
n
Q=T+ (-3)" (1 -,

y deduzca que ||pQ™ — ||y = 27"||p — 7|1 para toda distribucién p.
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11
3> 3), use el

[ s =
Wl

Respuestas. (a) Q* = [ ] (b) Para N = 1,e = 0. Para N =2, e = 2. (¢c) m = (

W[ [ =00 | =
%‘H%\P—‘M\H%\H

N
~— N

Teorema 3.11. (d) MQQ = (3 y MQ (87 1567 16) Entonces H/“LQ =l = 3 > 2 y HNQ =7l = % <
(e) Pruebe primero que @ = (3H I). Verifique la igualdad @ = I1— 5([ IT), que es el caso n = 1. Comprue
11Q = QH MyI? =1l Suponga que la igualdad es cierta para n, luego Q"' = Q"Q = I+ (— ) (Q-1I) =
I+ (—23)"*"(I — ). Como pll = 7, resulta pQ"™ — 7 = (—3)" (1 — ).

l\)\»—l

1
5
be

Ejercicio 4.18. Considere las siguientes matrices sobre S = {1, 2}

01 5 3
KA

i Puede usarse el Teorema 3.117

Respuestas. Para Q, Q" alterna entre I y Q, as{ que uQ'™ no converge si pu # (%, %) Para P, la entrada (2,1)
de P" es siempre 0, no puede usarse el Teorema 3.11; sin embargo, uQ"™ — (0,1) con ||p@Q"™ — 7|1 <2-27"
(vea la Observacién 3.13).

Ejercicio 4.19. (a) Sea S ={1,2,3}y

Q=

= o O

1
0
0

S = O

Demuestre que @3 = I y calcule ¢,(1,1) para todo n > 0. Explique por qué ¢,(1,1) no
converge.

(b) Con la matriz del inciso (a), demuestre que

N-1 N-1
1 [N/3] 1 1

— 3 g1,y = L2 ~ Y gu(1,1) — 2| < —
N :an(,) N anoq”(’> 31 = 3N’

y compruebe que el limite coincide con (1), donde 7 es la distribucién estacionaria de
Q. ;Por qué el Teorema 3.14 se aplica aqui pero el Teorema 3.11 no?

Respuestas. (a) Q es la matriz de permutacién del ciclo 1 — 2 — 3 — 1, de modo que Q* = I. Entonces
gn(1,1) = 1si 3 | ny ga(1,1) = 0 en otro caso, es decir, la sucesién 1,0,0,1,0,0,... no converge. (b) En
{0,..., N — 1} hay [N/3] mﬁltiplos de 3, lo que da el primer resultado. Si N = 3m + r con r € {0,1,2},
la diferencia con % es 0, 3N o) ﬁ La cadena es irreducible con m = ](V37 3 3) El Teorema 3.14 sélo pide
irreducibilidad, mientras que el Teorema 3.11 pide que alguna potencia Q" tenga todas sus entradas positivas,

lo cual falla porque las potencias de Q son Q, Q% e I.

Ejercicio 4.20. Sea S ={0,1,2} y

Q=

OoONI= O
oNi- O

Demuestre que qo(O 0) =1, ¢,(0,0) = 0 si n es impar y ¢,(0,0) = 5 si n > 2 es par. Calcule el
promedio - ~ Zn 0 qn(O, 0) para N =2m y para N =2m + 1,y Verlﬁque que converge a 7(0),
donde 7 es la distribucién estacionaria de Q.

Respuesta. La fila 0 de Q2 es (% 0 %) y la de @* es (0,1,0), y a partir de ah{ se repite con periodo 2. Para

N = 2m la suma es igual a 1+ 271 = ™l y el promedio es 2L, Para N = 2m + 1 la suma es igual a ™2 y

el promedio es % En ambos casos el limite es i, que es m(0) para m = (i, %, %)
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Ejercicio 4.21. Sean S = {1,2} y
Q=

D= D=

|

Recordemos que V,,(z) = ZZ;& 1ix, =] es el numero de visitas a = antes del tiempo n y

—
N NI—

fali,z) = BT, = n]
es la probabilidad (5) de primera visita a  en n pasos.
(a) Se observa la historia Xg, X1,..., X7 dada por 1,1,2,1,2,1,1,2. Calcule Vg(1) y Vs(2).
(b) Suponga Xy = 1. Escriba V(1) en términos de Xy y X;. Calcule E;[Va(1)].

(¢) Demuestre que

n—1
n—+1
=Y a(1,1) = 5

Sugerencia: Q¥ = Q para todo k > 1. Recuerde que E[15] = P(B).
(d) Calcule lim,, oo E1[V5(1)]/n y compérelo con la distribucién estacionaria 7 de Q.

(e) Calcule f,(1,1) para todo n > 1y deduzca que E1[T1] = 2. Verifique que F1[T1] = 1/7(1)
e interprete el resultado.

Respuestas. (a) Vg(1) =5y V&(2) =3 (b) V2(1) = 1ix,=1 + l[X1 1] =14 1x,=1). La v.a. V2(1) toma el valor
2si X1 =1y el valor 1si X; =2, cada uno con probabilidad %, de modo que E1 [V2(1)] = 2. (c) Observe que
qo(1,1) =1y qr(1,1) = £ para k > 1, entonces

n—1
= ZEl[l[Xk=1ﬂ = 1 —|— %(n — 1)

() fu(1,1) =% 5= -5, Ea[l1] = >, ., n2" =2 =1/x(1). La cadena regresa a 1, en promedio, cada 2 pasos.

0 1
2 2

Ejercicio 4.22. Sean S = {1,2} y

(a) Demuestre que la cadena es irreducible y aperiédica, y encuentre su distribucién estacio-
naria 7.

(b) Calcule f,(1,1), para n > 1, y deduzca que E;[T}] = 3.

(c) Calcule P[Ty = n], para n > 1, y Es[T1]. Condicionando en X, deduzca que E1[T1] =
1+ Ey [Tl]

(d) Demuestre que

2 1\"
qn(l,l):+3<—> , n > 0.

Sugerencia: Use el Ejercicio 4.10.

(e) Sin hacer célculos, explique por qué E1[V,(1)]/n — m(1). Compare con Ei[V,(1)] =
Yo ar(L1).

Respuestas. (a) Se tiene 1 — 2 y 2 — 1, luego la cadena es irreducible. Como ¢(2,2) > 0, d(2) = 1y, por
el Teorema 2.12(a), d(1) = 1. m = (3,2) (b) fi(1,1) = ¢(1,1) = 0. Para n > 2, la Gnica historia posible es
1—-2— .-+ —2—1, conn— 2 permanencias en 2, de modo que f,(1,1) =1- ( 2 % (¢) P[Th = n] =
(H" % = 27" (se permanece n— 1 pasos en 2 y luego se pasa a 1), y Eq[T1] = Zn>1 n2~" = 2. Como X1 =2
con probabilidad 1 partiendo de 1, se tiene 77 = 1 + (tiempo de llegada a 1 desde 2) y E1[T1] = 1+ E2[T1]. (d)
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Cona=1,b=%1yA=1-a—b=—1 setiene Q" =II+ X"(I —II) con II de filas (%, 2). (e) Por linealidad y
Er[lix,=y] = Pa[Xe = 1] = (1, 1),

-3+ 35 ()

Ejercicio 4.23 (Costo promedio de una méquina). Una mdaquina se revisa cada dia y se
clasifica en uno de tres estados: 1 = funciona, 2 = falla leve y 3 = en reparacién. Suponga que
el estado de cada dia depende sélo del estado del dia anterior, con matriz de transiciéon

Q=

[l Ll el
(e RN N
O N= O

Un dia en el estado 1 no cuesta nada, un dia en el estado 2 cuesta 100 y un dia en el estado 3
cuesta 400. Sea f(1) =0, f(2) =100, f(3) = 400.

(a) Demuestre que la cadena es irreducible y encuentre su distribucién estacionaria .

(b) Sea Cy, = 377 f(Xk) el costo de los primeros n dias. Calcule ncontrar el limite de C, /n
cuando n — oo. ;Qué tipo de convergencia se tiene? Interprete el resultado.

(¢) ¢A qué valor converge V,,(3)/n? Encuentre E3[T3] e interprete el resultado en términos
de la frecuencia de reparaciones.

(d) Para n = 300 dias, jcudntos dias de reparacién se esperan, aproximadamente, en una
historia tipica?

Respuestas. (a) Se tienel -2 =3 =1y 7= (%, %7 %) (b) Por el Corolario 3.19, casi seguramente
G 3" (@) f(x) = 100.
n

En una historia larga, el costo promedio por dia tiende a 100, sin importar el estado inicial. (c¢) Por el Teore-
ma 3.18, V,,(3)/n — m(3) = %, casi seguramente, F3[Ts] = 1/7(3) = 6. La mdquina entra en reparacién, en
promedio, cada 6 dias. (d) Se esperan, aproximadamente, 300 - % = 50 dias de reparacién.

Ejercicio 4.24. Un vendedor de helados clasifica cada dia como 1 = soleado, 2 = nublado o
3 = lluvioso. Suponga que el clima de cada dia depende sélo del clima del dia anterior, con
matriz de transiciéon

Q=

O Wl N
IR0 Lol b
Wik W= O

Las ventas de un dia soleado son de 1300 pesos, las de un dia nublado de 650 pesos y las de
un dfa lluvioso de 0 pesos. Sea f(1) = 1300, f(2) = 650, f(3) = 0. Sea I, = 725 f(Xx) el
ingreso de los primeros n dias.

;,Se cumple que la cadena es irreducible? Demuestre que existe una constante ¢ tal que
I,/n — c casi seguramente, sin importar el clima del dia inicial, y calcule c. Interprete el
resultado. Aproxime las ventas totales de un ano (365 dias).

Respuestas. La cadena es irreducible, asi que se cumplen las hipdtesis del Corolario 3.19: casi seguramente, y
para cualquier estado inicial,

% — 3" (@) () = T00.
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