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1. Fundamentos

1.1. Distribuciones finito-dimensionales

Asumimos que todas las variables aleatorias estan definidas en algtin espacio de probabilidad
(Q, F,P). Denotamos por B(R") a la o-algebra de Borel de R™ y por Ry = [0,00). Como es
usual, N denota al conjunto de niimeros naturales y No = {0,1,2,...}. A menos que se diga lo
contrario, el conjunto de indices (el “tiempo”) es T'= R,..

Definicién 1.1. Sea T un conjunto de indices y sea S C R un conjunto boreliano. Un proceso
estocastico con conjunto de indices T y espacio de estados S es una familia X = (X)er
de variables aleatorias X; : 2 — §. Si T' = Ny decimos que el proceso es a tiempo discreto;
si T =R, (o un intervalo de R) decimos que es a tiempo continuo.

Un proceso estocastico es entonces una funcion de dos variables
X:TxQ—S, (t,w) = X¢(w).

Si fijamos t € T', obtenemos la variable aleatoria w — X;(w). Si fijamos w € €2, obtenemos una
funcién del tiempo
t— Xt((U),



que se llama trayectoria (o realizacién) del proceso correspondiente a w. Para cada w € Q, el
proceso estocédstico genera una trayectoria completa.

Ejemplo 1.2 (Una oscilacién con fase aleatoria). Sea U una variable aleatoria con distribucién
uniforme en [0, 27] y sea
Xt =cos(t+U), t>0.

Cada trayectoria t +— cos(t + U(w)) es una funcién coseno desplazada; el azar sélo interviene
en la fase inicial. Notemos que

1 2w
E[X,] — %/o cos(t +u) du = 0,
para todo t > 0.
Ejemplo 1.3 (Interpolacién de una caminata aleatoria). Sean &j,&,... variables aleatorias

independientes con P[{;, = 1] = P[¢, = —1] = % ysea S, =& + -+ &, Sop =0, la caminata
aleatoria simple. Definimos el proceso a tiempo continuo

Xe= S+ = [t) &y, t=0,

es decir, X coincide con S,, en los enteros y se interpola linealmente entre ellos. Sus trayec-
torias son funciones continuas y lineales a pedazos. En la Seccién 3 veremos que, al reescalar
adecuadamente este proceso, se obtiene el movimiento browniano.

Definicién 1.4. Sea X = (X;);>0 un proceso estocastico. Para cada n € N y cada coleccién
de tiempos 0 < t; < ty < -+ < t, la distribucién finito-dimensional de X en (t1,...,t,)
es la medida de probabilidad sobre B(R™)

:uthn-ytn(B) :P[(Xtu""th) GBL BEB(R”).
Dos procesos X y Y (posiblemente definidos en espacios de probabilidad distintos) son iguales
en distribucidn, y escribimos X 4 Y, si tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales.

La familia {4, .+ } no es arbitraria: si eliminamos un tiempo t;, debemos obtener la
marginal correspondiente. Por ejemplo,

Pty otn (Bl X -+ X Bi_1 X RX Bppy X -+ X By)

(1)

= Mt17...,tk_17tk+1,...,tn(Bl X oo X By X Bpy1 X -+ x By).

Esta propiedad se llama condiciéon de consistencia.
Otra propiedad fundamental de los procesos es la estructura de sus incrementos.

Incrementos. Los dos procesos centrales de estas notas, el proceso de Poisson y el movi-
miento browniano, comparten una estructura muy sencilla: lo que el proceso hace en intervalos
de tiempo disjuntos es independiente.

Definicién 1.5. Sea (X¢)i>0 un proceso estocastico.

(a) X tiene incrementos independientes si para cualesquiera 0 < tg < t1 < --- < t, las
variables aleatorias
X — Xy, Xy — Xty o0y, Xy, — Xy,

son independientes.
(b) X tiene incrementos estacionarios si para cualesquiera 0 < s <ty h >0,
d
Xt+h - Xerh = Xt - Xs;

es decir, la distribuciéon de un incremento sélo depende de la longitud ¢ — s del intervalo.



Proposicion 1.6. Sea (X;)i>0 un proceso con incrementos independientes y Xo = 0. Entonces
las distribuciones finito-dimensionales de X quedan determinadas por las distribuciones de los
incrementos Xy — X5, 0 < s < t.

Demostracion. Sean 0 = tg < t; < --- < t, ysean Dy, = X3, — Xy, ,, k =1,...,n. Por
hipétesis, Dy, ..., D, son independientes, asi que la distribucién conjunta de (Dy,...,D,,) es
el producto de las distribuciones de cada Dy. Como Xy = 0,

(th,XtQ,...,th) = (Dl, D1+D2, RN D1++Dn) :g(Dl,...,Dn),

donde g : R™ — R" es la transformacion lineal (y continua) g(dy,...,d,) = (di,d1+ds, ... ,d1+
-+ +dy). Por lo tanto, para B € B(R"),

P[(X¢,- .-, Xs,) € Bl =P[(D1,...,D,) € g 1(B)],
que so6lo depende de las distribuciones de los incrementos. O

Ejemplo 1.7. La caminata aleatoria S, = & + -+ + &, del Ejemplo 1.3 tiene incrementos
independientes y estacionarios a tiempo discreto: si m < n, entonces S, — Sy = &1+ +&n
depende sélo de las variables &,,41, .. .,&, y tiene la misma distribucién que S;,_,.

1.2. Espacios producto y extensién de Kolmogorov*

Espacios producto. Consideremos n espacios medibles (€2;,.%;), j = 1,...,n. Si B; € .%;
para j =1,...,n, el conjunto B = By X --- X B, se llama rectangulo medible. Recordemos
que la o-algebra producto

F1Q-® Py

sobre 21 X - -+ x , es la g-dlgebra generada por los rectdngulos medibles.
Sea T un conjunto no vacio y, para cada t € T, sea (£, .%;) un espacio medible.

(a) Sea Q := X, S, es decir,
Qi={w=(w(t);teT)|w(t)eQ VteT}. (2)
Si ©; = R para todo t € T, entonces €2 consiste de todas las funciones w : ' — R y
se denota R”. Un elemento w € RT también se escribe w = (w¢)ier. Cuando T = N, el

producto €2 consiste de todas las sucesiones (w(n); n € N), que usualmente se escriben
w= (w1, w2, ws, . ..).

(b) Sea .7 la coleccién de todos los subconjuntos finitos de T'. Escribimos

Q= X y 97::®<%5, TeT.

teT ter

(c) Sean ¢ C 7, digamos 7 = {t1,....,tp} y 0 = {tj;,.... .}, y sea © € Q,. Para z =
(z(t1),...,z(ty)), escribimos

Lo = (x(tj1)7 s ’x(tjk))‘

Definicién 1.8. Dado un subconjunto B de Q., donde 7 = {¢1,...,tx} € 7, el cilindro By
con base B es
By :={we Q| (w(t1),...,w(ty)) € B}. (3)

El cilindro B, es medible si su base B es medible, es decir, si
B e %,

para algtin 7 € 7. Denotamos por % la coleccién de todos los cilindros medibles del producto

(2)-



El cilindro B de (3) también se escribe como

Boo =B X ><Qt
t¢T

Observemos que un cilindro puede tener mas de una base, pues

B =B xQyx X W
tér, tAt!

para cualquier ' € T'\ 7.
Lema 1.9. Sean A € %, y B € %, para algunos 17,0 € . Entonces existen
Al, B/ S QTUU
tales que Aoo = A, y Boo = Bl,. Ademds,
(a) si Aso C Boo, entonces A’ C B,
(b) si Aoo = B, entonces A' = B/,
() Ao UBy = (A UB)oo, ¥
(d) Ao N By = (A'NB') oo
Demostracion. Ordenemos el conjunto finito 7 U ¢ y sean

A ={x € Qo | - € A} y B :={x € Qs | 5 € B}.

Entonces AL, = {w € Q| w, € A} = A y, andlogamente, B, = B.

(a) Sea z € A, digamos = = (z1)1eru0- Escojamos w € Q y definamos w’ € Q) por

Ti Ty siterTUo,
w<t)'_{w(t) sit¢ TUo.

/
TUo

Entonces w’ € A = A C By = B., lo que implica z = w},, € B’. Esto prueba que

A'C B.
(b) La igualdad A’ = B’ se sigue de (a), aplicada en ambos sentidos.
()
Ao UBs = AU B,

={we|wis € AYU{we Q]| wue € B}
={weQ|w, € A UB}
= (A UB)w.

(d) Se sigue de manera similar. O

Corolario 1.10. La coleccion F, es un dlgebra de subconjuntos de €.

Demostracion. Claramente ) € %, pues para cualquier subconjunto finito 7 de T,

Q= () = x X .
tdT



Consideremos ahora el cilindro medible A, con base A € .Z.. Entonces

(4) = (4 X )’
t¢T
= A° x >< Qt
t¢T
= (A%,

lo que muestra que (A )¢ € F. Finalmente, por el Lema 1.9(c), la coleccién .7, es cerrada
bajo uniones finitas. O

Definicién 1.11. Para cada t € T, sea (€,.%;) un espacio medible. La o-dlgebra generada
por el dlgebra %, se llama o-algebra producto y se denota .#. El espacio medible (€2,.%)
se llama simplemente espacio producto.

Si (4, %) = (R, B(R)) para todo t € T, el espacio producto se denota (R, B(RT)).

Definicién 1.12. Para cada 7 € 7, sea P, una medida de probabilidad sobre .%,. Para o C T,
la proyeccién 7, [P;] de P; sobre .%, se define como

7o [P](B) = Pr[x € Q; | 2, € B, B e Z,.
La familia {P; | 7 € .7} es consistente si, para cada o C T,
7| Pr] = Ps.

Proposicién 1.13. Para cada 7 € 7, sea Pr una medida de probabilidad sobre F.. Si {P; |
T € T} es consistente, entonces la funcion P, : F oo — [0, 1] dada por

P, (B) = P;(B), B e %,
estd bien definida y es finitamente aditiva.

Demostracion. Como bases distintas pueden generar el mismo cilindro, debemos mostrar que
P, esté bien definida. Supongamos que A € .%, y B € .%,, para algunos 7,0 € 7, satisfacen

Aso = B

Por el Lema 1.9(b), los conjuntos A" = {x € Q4o | 2 € A} y B' = {x € Q4o | 2, € B}
satisfacen A, = Ao, Bl = B y
A'=B.

Como {P; | T € T} es consistente,

P, (A) = 7 [Pruo) (A)

= L'rUo (A,)
= TUO’(B/)
= To [PTUO'] (B)
= P,(B).
Esto muestra que P, esta bien definida.
Dada una coleccién finita {Bg), . Bélé)} de cilindros medibles disjuntos, podemos hallar

conjuntos disjuntos {E(l), ... ,E(k)} tales que

E(j)eﬁ} y (B(]))oo:Bc(%)y j:17--'ak7



para algin 7 € 7 suficientemente grande. Como P; es una medida de probabilidad,

(U BY) = AU BY)
j=1 j=1

)
(BY).

k
> Pr
j=1

k
> P
j=1
Esto prueba que P, es finitamente aditiva sobre el dlgebra .%. ]

Demostraremos ahora el teorema de extensién de Kolmogorov, llamado por el propio Kolmo-
gorov Teorema Fundamental [?7, p. 29]. Recordemos primero el siguiente teorema bien conocido,
cuya demostraciéon puede encontrarse en cualquier texto de posgrado de probabilidad o teoria
de la medida.

Teorema 1.14 (Teorema de extensiéon). Sea o/ un dlgebra de subconjuntos de Q. Si p es una
medida o-finita sobre <7, entonces | tiene una Unica extension a una medida sobre o(<7).

Recordemos que la funciéon de conjuntos p : &/ — [0,00] es una medida sobre el dlgebra
o/ si u es numerablemente aditiva, es decir, para toda sucesion disjunta {A4,} en & tal que
Uneq Ap € o,

w(U A) = - nlAn).
n=1 n=1

Para aplicar el teorema de Carathéodory, una condicién suficiente para que p sea una medida
es la continuidad en (), es decir, que A, N\, () implique p(A,) — 0. Damos el enunciado completo
a continuacién; véase Ash [?, Teorema 1.2.8(b)] o Dudley [?, Teorema 3.1.1].

Proposiciéon 1.15. Sea p una funcién finitamente aditiva sobre el dlgebra <7 . Supongamos
que toda sucesion {A,} en o satisface

00
n=1

Entonces | es numerablemente aditiva sobre of , es decir, i es una medida sobre el dlgebra < .

Notemos que (4) es equivalente a la siguiente condicién: para toda sucesiéon decreciente
{A.} en el dlgebra o7,

[e.e]
Jim p(An) = fof p(An) >0 = ﬂl A # 0. (5)
n—=
Observacion 1.16. La condicién (4) se llama Azioma de continuidad en la monografia de Kol-
mogorov [?, Axioma VI, p. 14].

Necesitamos el siguiente lema, que es una ligera modificacién de un método para probar
resultados de compacidad secuencial en probabilidad y anélisis real; véase Billingsley [?7, A14,
p. 573] o Rudin [?, Teorema 7.23].

Lema 1.17 (El método diagonal). Sean {n;} C N y {y; : N = R" | j € N}. Para cada j € N,
supongamos que {y;(k) | k € N} es una sucesion acotada en R™ . Entonces existen enteros
ki < ko < k3 < ... tales que lim;_,o y;(k;) existe para todo j € N.



También requerimos una propiedad de regularidad de las medidas de probabilidad sobre
B(R™); véase Ash [?, Teorema 1.4.11(a)].

Lema 1.18. Sea P una medida de probabilidad sobre B(R™). Si B € B(R™) y e > 0, entonces
existe un conjunto compacto C C B tal que

P(B\C)<e.

Teorema 1.19 (Teorema de extensién de Kolmogorov). Para cada t en el conjunto de indices
no vacio T, sea 0y = R con la o-dlgebra de Borel %, = B(R). Para cada T € 7, sea Pr una
medida de probabilidad sobre F.. Si la familia {P. | T € T} es consistente, entonces eziste
una unica medida de probabilidad P sobre & tal que, para cada T € T,

P(Bx) = P-(B), VB € Z;.
Demostracion. Por la Proposicién 1.13, la funcién P : %, — [0, 1] dada por
P(Boo) = PT(B)> B e 7,

estd bien definida y es finitamente aditiva.
Probaremos que P es en efecto una medida sobre el dlgebra %, verificando primero que
se cumple (5). Sea {Agf;)} C .7 una sucesion decreciente tal que

e := fnf P(A®)) > 0.
keN

Entonces existe una sucesion {n;} C .7 tal que, para cada k € N,

M € N1

Ag;) = (Bk)oo
para algin By, € %, . Si nj, denota la cardinalidad del conjunto finito 7, entonces
Q,, =R"™ y F, =BR"™), ke N.

Por el Lema 1.18, para cada k € N existe un conjunto compacto C, C B}, tal que

€

Pﬂk(Bk\Ck) < 2k+17

y por tanto
€

Ademés, si ek .= (C1)oo N ... N (Ck)oo, entonces i) ¢ (Cr)oo C AP y

P(AE)\ CE)) = p( U A% n (C)5])

<.
Il
-

(CJ)OO)

8

o
=
/

IN
M=

P(

<.
Il
-

P(AY)\ (Cj))

IN
M=

j=1
> €
< Z 2]+1
j=1
€
2



para todo k € N. Por lo tanto P(Ag’é)) - P(éé’é)) < /2 implica P(égé)) >0, y asi
CH £0  VkeN.

Para cada k € N, escojamos un elemento z*) € C~'c(,]§), es decir, z®) : T — R tal que

x%’j) S Cj, J <k.
Fijemos j € N y consideremos la sucesién {m%’j) | kK € N} C R™. Notemos que x%) € Cj para
todo k > j. Como C}; es acotado en R™ y los términos con k£ < j son finitos, la sucesién {x,(f;)}
es acotada para cada j. Usamos ahora el Lema 1.17 para hallar enteros k1 < ko < k3 < ...

tales que

, k1)
z, = lim 2z
M [Soo M

existe para todo j € Ny, claramente, z,, pertenece al cerrado C;. Notemos también que

i<j = (Tg)n = Ty,

(3

porque (m%l))m = x%lf’) para todo [ > j. Escojamos un elemento = € Q) y sea
xoo(t) — {L'(t) sit g—f U?il Mjs
(xnj){t} sit € nj.

Asi, 2% = (x*°(t); t € T') satisface

(%), = oy, € Cy, Vj e N.

Por lo tanto 2™ € (Cj)x C Ac(fo) para todo j € N, y entonces ;2 A(o]o) # (). Esto prueba
la condicién (5), que es equivalente a (4). Por la Proposiciéon 1.15, P es una medida sobre
el dlgebra .Z.,. Finalmente, la conclusién se sigue del teorema de extensién de Carathéodory
(Teorema 1.14). O

Cuando T =R, cada 7 € .7 es un conjunto finito de nimeros reales y se ordena de manera
natural, 7 = {t; < --- < t,}; escribimos entonces P; = py, . +,. Con esta identificacién,
la consistencia de la Definicion 1.12 es precisamente la condicién (1). Asi, el Teorema 1.19
produce el resultado anunciado en la Subseccién 1.2: sobre (2,.7,P) = (RR®+, B(RE+), P), el
proceso X;(w) = w(t) tiene distribuciones finito-dimensionales 1, . ,.

1.3. Construccién de procesos estocasticos

Teorema 1.20 (Existencia de procesos con distribuciones prescritas). Sean T C R y, para
cada conjunto finito T C T, sea Fr : R® — R una funcion de distribucion. Supongamos que
cada Fr, con 7 = {t1,...,t,}, satisface

wjli—r>noo FT(x17 R ERERE J}n) = FT\{tj}(xla s Lj—1 Ljt1s - - - 7$n)' (6)
Entonces existe un proceso estocdstico { Xy, t € T'}, sobre algin espacio de probabilidad (2, F,P),

tal que
Plwe Q| Xy, (w) <z1,..., X, (W) <2 = Fr(z1,. .., 20), (7)

donde T = {t1,...,ty}.



Demostracién. Cada F, determina una tnica medida de probabilidad P, sobre (RI7!, B(R!)).
La condicién (6) implica que sus marginales coinciden con las medidas correspondientes a los
subconjuntos de 7; por tanto, { P;} es consistente. El Teorema 1.19 proporciona una probabi-
lidad sobre R”. Las proyecciones coordenadas X;(w) = w(t) tienen las distribuciones prescri-
tas. O

Ejemplo 1.21 (Procesos de conteo). Supongamos que ciertos eventos (llegadas de clientes a
un banco o llamadas a un conmutador) ocurren en instantes aleatorios 0 < 77 < 75 < --- tales
que T, — oo casi seguramente. Sea

Nt:#{”ZHTnSt}:Zl[Tngﬂ, t >0,

n=1

el numero de eventos ocurridos hasta el tiempo t. El proceso (IVi);>o se llama proceso de
conteo. Sus trayectorias son funciones escalonadas, no decrecientes, continuas por la derecha,
con valores en Ny y saltos de tamafio 1. El ejemplo méas importante es el proceso de Poisson
(Seccién 2).

Corolario 1.22. Sea {F,} una sucesion de funciones de distribucion unidimensionales. En-
tonces existen un espacio de probabilidad (Q, F,P) y una sucesion {X,} de variables aleatorias
independientes, definidas sobre (), tales que

Plwe Q| X,(w) < z] = F,(2), n € N.
Demostracion. Para cada n = {n; < --- < ny}, definimos

Fn(:nl, e ,.%'k) = Fnl (:pl) cee Fnk (:nk)
Entonces usamos el Corolario 1.20 para obtener la sucesién requerida. ]

El siguiente ejemplo, tomado de Shiryaev [?, p. 304], es una aplicacién directa del corolario
anterior.

Ejemplo 1.23 (Procesos de renovacion). Sea F': R — [0, 1] una funcién de distribucién tal que
F(0)=0y0 < m:=E[] < 0o, donde &; tiene distribucién F. Entonces, por el Corolario 1.22,
existen una sucesién {,} de variables aleatorias i.i.d. y un espacio de probabilidad (€2, F,P)
tales que
Plw e Q| & (w) < z] = F(x), n € N.
Sean Ty =0y
T =& +...+&, n € N.

Para cada t > 0, sea
Ri(w) := max{n € Ny | T},(w) < t}, w €

El proceso estocéstico { Ry, t > 0} se conoce como proceso de renovacion; cuando cada &, tiene
distribucién exponencial, se obtiene un proceso de Poisson.
Los procesos de renovacion satisfacen la siguiente Ley de los grandes nimeros (LGN):

R 1
lim — = — P-cs., (8)
t—oo m

donde m = E[£;]. En efecto, por la LGN,

m —

n—00 n

=m P-c.s.



y, ademas,
lim Ry =0 P-c.s.,
t—o0

porque T,, =& + ... + &, — oo P-c.s. cuando n — oo. Por otro lado, para cada t, Ry = N siy
solo si Ty <t <Tpny1, asi que

TRt < i TRz-I—l R+ 1
Ry — Ry Ri+1 Ry

y, haciendo t — oo, t/Ry — m P-c.s. y se sigue (8).

1.4. Modificaciones y continuidad

El teorema de extensién de Kolmogorov garantiza la existencia de procesos con distribu-
ciones finito-dimensionales prescritas, pero no asegura la continuidad de sus trayectorias. El
siguiente ejemplo muestra esta limitacion.

Ejemplo 1.24. Sea U una variable aleatoria con distribucién uniforme en [0, 1] y consideremos
los procesos
Xe=0 y Ye = 1=y, t€[0,1].

Para cada t fijo, P[X; # Y;] = P[U = t] = 0. Por lo tanto, para cualesquiera t; < --- < tp,
P{(Xtys- s Xe,) = (Y, Ye)] > 1= PU =] =1,

de modo que X y Y tienen las mismas distribuciones finito-dimensionales. Sin embargo, todas
las trayectorias de X son continuas, mientras que ninguna trayectoria de Y lo es: cada una
tiene una discontinuidad removible en el punto U(w). Ademds,

P| sup Xt:o} =1, P[ sup V; = 1| = 1.
te[0,1] t€[0,1]

El Ejemplo 1.24 motiva dos nociones de igualdad entre procesos definidos en un mismo
espacio de probabilidad.

Definicién 1.25. Sean X = (X;)i>0 y Y = (Yi)i>0 procesos definidos en el mismo espacio
(Q, F,P).
(a) Y es una modificacién (o versién) de X si P[X; = Y;] = 1 para todo ¢t > 0.

(b) X y Y son indistinguibles si existe N € F con P(N) = 0 tal que

Xi(w) =Y (w) paratodot>0y todow ¢ N.

Es claro que si X y Y son indistinguibles, entonces Y es una modificaciéon de X, y que si
Y es una modificaciéon de X, entonces X 1y (vea el Ejercicio 4.1). En el Ejemplo 1.24, Y es
una modificacién de X, pero no son indistinguibles. El siguiente resultado muestra que esto no
puede pasar si las trayectorias son regulares.

Proposicion 1.26. Sean X y Y procesos definidos en el mismo espacio de probabilidad, cuyas
trayectorias son continuas por la derecha. Si'Y es una modificacion de X, entonces X yY son
indistinguibles.

10



Demostracion. Sea Q4 = QN [0,00) y consideremos el evento

N = U [Xq # Y.

q€Q+

Como N es una unién numerable de eventos de probabilidad cero, P(N) = 0. Sea w ¢ N, de
modo que X,(w) = Y, (w) para todo racional ¢ > 0. Dado ¢t > 0, tomemos una sucesiéon de
racionales g, | t. Por la continuidad por la derecha de las trayectorias,

Xi(w) = lim X, (w) = lim Y, (w) =Y (w).

n—oo n—oo

Asi, Xi(w) = Yi(w) para todot >0y todo w ¢ N. O

Un criterio de continuidad. Dado un proceso construido con el teorema de Kolmogorov,
i,cémo conseguir una modificacién con trayectorias continuas? El siguiente criterio da una
condicién suficiente que sélo involucra las distribuciones de los incrementos, es decir, que puede
verificarse antes de conocer la regularidad de las trayectorias.

Teorema 1.27 (Criterio de continuidad de Kolmogorov—Chentsov). Sea X = (Xi)ic(o,1] un
proceso real y supongamos que existen constantes «, 3,C > 0 tales que

EUXt - XS’a] < C ‘t - S|1+67 87t € [07 1] (9)

Entonces X tiene una modiﬁcacién}? cuyas trayectorias son continuas. Mds aun, para todo
v € (0,8/a), las trayectorias de X son Hélder continuas de orden ~y: existe una variable
aleatoria K, finita casi seguramente, tal que

X, — X | <K, [t—s]',  s,tel0,1].

Demostracion. Sea Dy, = {k27" [k =0,1,...,2"} y D = U,;0 Dn el conjunto de los diadicos
de [0,1]. Fijemos v € (0, 8/a).
Paso 1: cota sobre los didadicos. Sea
2n
A= [|Xk:2*” = X(k—1)2-n| > 277"}-
k=1
Por la desigualdad de Markov y (9),

2TL
P(An) < D 27" E[|Xpgn — X(pop)a-—n|¥] < 272797 C 2~ 1+B) — ¢ g—n(f—a)
k=1

Como v < f/a, la serie }, P(A,) converge. Por el lema de Borel-Cantelli, el evento Q, =
2\ lim sup,, A, tiene probabilidad uno. Para w € €, existe N(w) tal que, para todo n > N(w)
ytodo k=1,...,2",

[ Xkg-n(w) = X(—1)2-n(w)] <277

Paso 2: continuidad de Holder sobre D. Fijemos w € Q, y N = N(w). Para s € Dy
n > 0 sea s, = max{u € D,, | u < s}. Entonces s, = s para n suficientemente grande y
Snt1 — sn € 0,27 DY asf que Xs,41 — Xs, €s cero o es la diferencia de X en dos puntos
consecutivos de D,,+1. Para n > N resulta

> g+l
X, — X, | < 2;12 W= (10)
j=n
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Sean ahora s <t en D cont—s < 2~V y escojamos m > N con 2=+ <t — s < 27™_ Como
b <t <s+27™ < 8+ 227"y by, Sy € Dy, se tiene t, — sy € {0,277}, de modo que
| Xt,, — Xs,,,| <277, Por (10),

14277

[Xe = Xal S 1X0 = K| + [ X, = X+ |Xo, = X <2777

Como 277 < 27(t — )7, concluimos que
|Xt(w) _Xs(w)| < Cy ’t_sp/v 57t€D> |t_$| <2—N(w), (11)

con ¢y =27 (14+277)/(1—277). En particular, ¢ — X;(w) es uniformemente continua sobre D.

Paso 3: la modificacion. Sea Qg = (> §2y,, donde v, T 3/a; entonces P(Qg) =1y Qo € F.
Para w € Qg y t € [0, 1] definimos -

Fi) =l X, (o)

que existe por la continuidad uniforme sobre D del Paso 2; para w ¢ Qy ponemos X;(w) = 0.
Cada Xt es una variable aleatoria, pues es el limite puntual de X, 1q, con s, € D, s,, — t.
Por (11), las trayectorias de X son continuas y, pasando al limite, satisfacen la misma cota
de Hélder para [t — s| < 27N, Para |t — 5| > 27N se tiene |X; — X,| < 2sup,, |X.| <
2sup,, | Xu| 27V[t — 5|7, 1o que da la cota global con K, finita casi seguramente. Como esta
construccién se realiza simultdneamente para una sucesion v T 3/a, y una cota Holder de
orden ~y, implica otra de orden v < i en [0, 1], la misma modificacién sirve para todo v < 3/ a.

Finalmente, probemos que X es una modificacién de X. Fijemos t € [0,1] y tomemos s,, € D
con s, — t. Por (9), E|X,, — X4|* < C|s,, — t|'T# — 0, asi que X5, — X; en probabilidad.
Por construccién, X;, — X, casi seguramente. Por la unicidad (casi segura) del limite en
probabilidad, X, = X, casi seguramente. O

Observacion 1.28. Si el proceso estd indexado por Ry y la cota (9) se cumple sobre cada
intervalo [0,n], n € N (con una constante C,, que puede depender de n), el teorema, aplicado
a t — X, produce una modificaciéon continua X en [0, n]. Por la Proposicién 1.26, X (n+1)
y X (™ son indistinguibles en [0,n], asi que las modificaciones se pegan en una modificacién
continua definida en todo R.. Ademas, por la Proposicién 1.26, dos modificaciones continuas del
mismo proceso son indistinguibles: la modificacién continua es tnica salvo indistinguibilidad.

1.5. Procesos gaussianos

Definicién 1.29. Sea (X;);>0 un proceso con E[X?] < co para todo t. Su funcién de media
y su funcién de covarianza son, respectivamente,

m(t) = E[Xy], C(s,t) = Cov(X,, X;) = E[(Xs — m(s))(X¢ —m(t))], s,t > 0.

Proposiciéon 1.30. La funcion de covarianza C de un proceso es simétrica, C(s,t) = C(t,s),
y definida no negativa: para cualesquieran € N, t1,...,t, >0y ay,...,a, € R,

n

ZZ cap Ot tg) > 0.
j=1k=1

Demostracion. La simetria es inmediata de la definicién. Para la segunda afirmacién, por la
bilinealidad de la covarianza,

ZZ@ ap C(t), ty) = COV(ZGthj,ZGkth) :Var(Zant].) > 0. O

j=1k=1 j=1 k=1 j=1
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Recordemos que un vector aleatorio Z = (Z1, ..., Z,) es gaussiano (o normal multivariado)
si toda combinacién lineal a1 Z; + - - - + a, Z, tiene distribucién normal (admitiendo varianza
cero, es decir, constantes). Si Z es gaussiano con vector de medias m y matriz de covarianzas
3}, su funcién caracteristica es

E[e““’zq = exp (z(u,m> - %UTE U)7 u € R, (12)

de modo que la distribucién de Z queda determinada por m y ¥, y escribimos Z ~ N(m, ).
En particular, las componentes de un vector gaussiano son independientes si y sélo si no estan
correlacionadas, es decir, si X es diagonal.

Definicién 1.31. Un proceso (X¢):>0 es gaussiano si para cualesquieran € Ny ¢q,...,t, >0
el vector (Xy,,...,Xy,) es gaussiano.

Proposicion 1.32. Las distribuciones finito-dimensionales de un proceso gaussiano quedan
determinadas por sus funciones de media m y de covarianza C. En particular, dos procesos
gaussianos con la misma media y la misma covarianza son iguales en distribucion.

Demostracion. Sean t; < --- < t,. El vector (Xy,,..., Xy, ) es gaussiano, con vector de medias
(m(t1),...,m(ty)) y matriz de covarianzas ¥ = [C(t;, )]} ;. Por (12), su funcién caracterfs-
tica, y por lo tanto su distribucion, sélo depende de m y de C. O

El reciproco también es cierto: cualquier funciéon simétrica y definida no negativa es la
covarianza de algin proceso gaussiano.

Teorema 1.33. Sean m : Ry — R una funcion cualquiera y C' : Ry x Ry — R una funcion
simétrica y definida no negativa. Entonces existe un proceso gaussiano con funcion de media
m y funcion de covarianza C.

Idea de la demostracion. Para t; < --- < t,, definimos p, . 4, como la distribucién normal
N(mg,X¢), con mg = (m(t1),...,m(tn)) y Lt = [C(t;,tr)]; esta matriz es simétrica y defini-
da no negativa, asi que tal distribucién existe. Si eliminamos la coordenada k de un vector
N(mg,3¢), obtenemos un vector gaussiano cuya media y covarianza se obtienen al borrar la
entrada k de my, y la fila y la columna k& de 3. Por lo tanto la familia es consistente y
basta aplicar el Teorema 1.19, identificando cada conjunto finito 7 = {t; < --- < t,} con
P = Mty tn - O

Ejemplo 1.34. La funcién C(s,t) = min{s, t}, para s,t > 0, es definida no negativa. En efecto,
min{s,t} = [7° 1p 4 (u) 1o 4(u) du, de modo que

oo 2
Zajakmin{tj,tk}:/o (Zaj1[07tj](u)) du > 0.
5k J

Por el Teorema 1.33, existe un proceso gaussiano centrado con covarianza min{s, t}. El siguiente
ejemplo construye una modificacién continua mediante el Teorema 1.27.

Ejemplo 1.35. Sea X el proceso gaussiano centrado con covarianza C(s,t) = min{s,t} cons-
truido con el teorema de Kolmogorov (Ejemplo 1.34). Para s < t, la variable X; — X es normal
centrada con varianza

Var(X; — X;) =t +s —2min{s,t} =t — s,
de modo que, para k € N,

E[|X; — Xs*] = (2k — DI |t — s|*.
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Tomando av = 2k y = k — 1 en el Teorema 1.27 (con k > 2), obtenemos una modificacién
continua de X con trayectorias Holder continuas de todo orden v < % Como k es arbitrario y
la modificacién continua es tinica salvo indistinguibilidad, las trayectorias son Holder continuas
de todo orden v < % Una modificacién de un proceso gaussiano tiene las mismas distribucio-
nes finito-dimensionales y, por lo tanto, es gaussiana con la misma media y covarianza. Esta

modificacion continua es el movimiento browniano, que estudiaremos en la Seccién 3.

Definicién 1.36. Un proceso X = (X;);>0 es estacionario si para todo h > 0 el proceso
trasladado (X, p)+>0 tiene las mismas distribuciones finito-dimensionales que X . Si E[X?] < oo,
decimos que X es débilmente estacionario si m(t) es constante y C(s,t) s6lo depende de
t—s.

Todo proceso estacionario con segundos momentos finitos es débilmente estacionario. Por
la Proposicién 1.32, para procesos gaussianos ambas nociones coinciden. El proceso del Ejem-
plo 1.2 es débilmente estacionario (Ejercicio 4.2); una cadena de Markov que comienza en su
distribucién estacionaria es un proceso estacionario a tiempo discreto.

1.6. Filtraciones y martingalas

Para estudiar martingalas necesitamos la esperanza condicional con respecto a una o-
algebra. Recordamos aqui, sin demostracién, la definicién y sus propiedades principales; vea
Brzezniak y Zastawniak [2, Cap. 2] o Brémaud [1].

Definiciéon 1.37. Sea X una variable aleatoria integrable y sea G C F una sub-o-dlgebra.
La esperanza condicional de X dado G es la (tnica, salvo igualdad casi segura) variable
aleatoria E[X | G] tal que

(a) E[X | G] es G-medible, y
(b) E[X14] =E[E[X | G]14] para todo A € G.

Intuitivamente, E[X | G| es la mejor prediccién de X con la informacién contenida en G. Si
G = 0{B1, Ba,...} es generada por una particién numerable de €2 con P(By) > 0, entonces

BX 161 = 3 S 1

k

lo cual coincide con la nocién elemental de esperanza condicional dado un evento.

Proposiciéon 1.38 (Propiedades de la esperanza condicional). Sean X,Y wariables aleatorias
integrables, a,b € R y H C G C F sub-o-dlgebras. Entonces, casi seqguramente:

(a) Linealidad: E[aX 4+ 0Y | G] = o E[X | G] +bE[Y | G].
(b) Esperanza total: E[E[X | G]] = E[X].

(¢) Lo conocido sale: si Z es G-medible y ZX es integrable, entonces E[ZX | G] = ZE[X | G].
En particular, E[Z | G] = Z.

(d) Independencia: si X es independiente de G, entonces E[X | G] = E[X].
(e) Torre: E[E[X | G] | H] = E[X | H].
(f) Monotonia: si X <Y, entonces E[X | G] <E[Y | G].
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Filtraciones y tiempos de paro. Como en tiempo discreto, una filtracién es una familia
{Fi}i>0 de sub-o-dlgebras de F tal que Fs C F; si s < t. La o-dlgebra F; representa la
informacién disponible hasta el tiempo ¢. La filtracién natural de un proceso X es

FX=0{X,|0<s <t} (13)

Decimos que X es adaptado a {F;} si X; es Fy-medible para todo ¢t > 0. Todo proceso es
adaptado a su filtracién natural.

Definicién 1.39. Sea {F;};>0 una filtraciéon. Una variable aleatoria 7 : © — [0,00] es un
tiempo de paro con respecto a {F;} si

[T <t]eF para todo ¢ > 0.

Observacion 1.40. En tiempo discreto, las condiciones [T = n| € F, paratodony [T < n] € F,
para todo n son equivalentes, pues [T" < n] = U<, [T" = k]. En tiempo continuo, el evento [T = ]
suele tener probabilidad cero y no es 1til; por eso la definicién se formula con [7 < ¢].

Proposicién 1.41. Si o y 7 son tiempos de paro con respecto a {F;} y ¢ > 0, entonces
o AT =min{o, 7}, o VT =méax{o, 7} y T+ ¢ son tiempos de paro. Toda constante T = ¢ es un
tiempo de paro.

Demostracion. Para t > 0,
AT <t]=[oc <tU[r <t] € F, [ovr <tl=[o <tn[r <t] e F.

Ademds, [T+c<t]=0sit<c,y[r+c<t]=[r<t—c] € Fi_e C F; sit > c. Finalmente, si
T = ¢, entonces [T < t] es ) 0 2, que pertenecen a F;. d

Ejemplo 1.42 (Tiempo de llegada a un conjunto cerrado). Sea X un proceso con trayectorias
continuas, adaptado a {F;}, y sea F' C R un conjunto cerrado. El tiempo de llegada a F,

7 =inf{t > 0| X; € F} (inf @ = o0),

es un tiempo de paro. Para verlo, sea d(z, F') = inf{|z — y| | y € F'} la distancia de x a F', que
es una funcién continua de z, y sea D, = (Q N [0,¢]) U {¢t}. Afirmamos que

[rp < 1] = ﬂ U [ (Xy, F) < } (14)

n=1 qEDt

que pertenece a Fy, pues es una combinacién numerable de eventos de F;.

En efecto, si 7p(w) = s < t, por la continuidad de la trayectoria y como F' es cerrado,
Xs(w) € F. Dado n, por continuidad existe ¢ € Dy cercano a s con d(Xy(w), F') < 1/n. Reci-
procamente, si w pertenece al lado derecho de (14), existen g, € [0,¢] con d(X,, (w), F)) < 1/n;
tomando una subsucesion convergente ¢,, — s € [0, t], la continuidad implica d(X(w), F) = 0,
es decir, Xs(w) € F. Luego 7p(w) < s < t.

Definicién 1.43. Un proceso (M;)¢>0 es una martingala con respecto a la filtracion {F;} si
(a) M es adaptado a {F;},

(b) E|M;| < oo para todo t >0,y

(c) E[M; | Fs] = M, casi seguramente, para cualesquiera 0 < s <.
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La propiedad (c) dice que, dada la informacién hasta el tiempo s, la mejor predicciéon del
valor futuro M; es el valor presente M;. Tomando esperanzas en (c) y usando la Proposi-
cién 1.38(b) obtenemos que una martingala tiene media constante:

E[M;] = E[M,], t>0.

Diremos que un proceso X adaptado a {F;} tiene incrementos independientes con
respecto a {F;} si X; — X, es independiente de F, para cualesquiera 0 < s < t. Si {F;} es la
filtracién natural de X y Xy es constante, esta propiedad es equivalente a la Definicién 1.5(a)
(lo aceptaremos sin demostracion).

Proposicién 1.44. Sea X un proceso con incrementos independientes con respecto a {Fi} y
tal que E|X¢| < oo para todo t. Entonces

M, = X, —E[X,], t>0,
es una martingala con respecto a {F}.

Demostracion. Claramente M es adaptado e integrable. Sean 0 < s < t. Como X, es Fs-
medible y X; — X, es independiente de Fg, la Proposicién 1.38 da

E[X; | Fo] = E[X; | Fo| + E[Xy — X | F]
= Xs + E[Xt - Xs]
= X5+ E[Xt] - E[Xs]

Restando E[X;] en ambos lados obtenemos E[M; | F5| = M;. O

Definicién 1.45 (Proceso de Markov). Un proceso (X;);>0 es de Markov si, para toda
funcion f medible y acotada y cualesquiera 0 < s < t,

E[f(X) | FT=E[f(X) | XJ] es,
donde FX = 0(X, : 0 <u < s).

Observacion 1.46. Todo proceso con incrementos independientes es de Markov. En particular,
el movimiento browniano y el proceso de Poisson son procesos de Markov.

Resumen de la Seccién 1

» El Teorema de existencia (Teorema 1.20) permite construir procesos a partir de fa-
milias consistentes de distribuciones.

= La continuidad de las trayectorias requiere condiciones adicionales; el criterio de
Kolmogorov—Chentsov (Teorema 1.27) proporciona una condicién suficiente.

» Un proceso (Xi)i>0 es gaussiano si todos sus vectores finito-dimensionales
(X4, ..., Xy,) son gaussianos, es decir, si toda combinacién lineal de sus compo-
nentes tiene distribucién normal.

» Un proceso (M¢)i>0 es una martingala respecto de una filtracién (F;) si es adaptado,
integrable y satisface

E[M; | Fs] = Ms c.s., 0<s<t.

» Un proceso (X;);>0 es un proceso de Markov si, para 0 < s < ¢, la distribucién
condicional de X; dada ]-"Lf( depende tinicamente de X.
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2. El proceso de Poisson

El proceso de Poisson es el modelo mas sencillo para contar eventos que ocurren “comple-
tamente al azar” en el tiempo: llamadas que llegan a un conmutador, clientes que llegan a una
ventanilla, accidentes en una carretera. Seguimos de cerca la presentacién de Brzezniak y Zas-
tawniak [2, Cap. 6], que construye el proceso a partir de tiempos entre llegadas exponenciales.

2.1. Construcciéon mediante tiempos de llegada

Recordemos que una variable aleatoria £ tiene distribucién exponencial con pardmetro
A > 0, y escribimos £ ~ Exp(A), si su densidad es

F(£) = Ae ™ g 0 (1)
En tal caso, P[¢ > t] = e ™ para t > 0, E[¢] = 1/\ y Var(¢) = 1/)2.

Proposicién 2.1 (Pérdida de memoria). Sea & una variable aleatoria con valores en (0,00) y
P[¢ > t] > 0 para todo t > 0. Entonces § tiene distribucion exponencial si y sélo si

PE>t+s|E> s =P >t s,t > 0. (15)
Demostracion. Si & ~ Exp()), entonces
Pl¢ >t +s] e M+
P[¢ > ¢] e s
Reciprocamente, sea G(t) = P[{ > t]. La igualdad (15) equivale a
G(t+s) =G(t) G(s), s,t > 0.

Como G(t) > 0, podemos definir ¢g(t) = InG(¢), que satisface g(t + s) = g(t) + g(s). Por
induccién, g(nt) = ng(t) para n € N, y de aqui g(m/n) = ™ g(1) para todo racional m/n > 0.
Sea A = —g(1); como G es no creciente y G(1) < 1, se tiene A > 0. Sit > 0y g J ¢ son
racionales, la continuidad por la derecha de G da

PE>t+s|E>s] =

g(t) = lim g(qr) = =X lim g, = —\t.
k—o0 k—o00

Asi, G(t) = e~ . Finalmente, A > 0, pues si A = 0 tendriamos P[¢ > t] = 1 para todo t, lo cual
contradice que £ < oo. O

La propiedad (15) dice que si un foco con tiempo de vida exponencial sigue funcionando
al tiempo s, la probabilidad de que dure ¢ unidades adicionales es la misma que para un foco
nuevo: el foco “no envejece”.

Lema 2.2 (Sumas de exponenciales). Sean &1,&2,... variables aleatorias independientes con
distribucion Exp(A\) y sea T,, = & + - - - + &,. Entonces T,, tiene distribucion Gamma(n, \), es
decir, su densidad es

e (gt
(n—1)!
Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Para n = 1, fi(t) = Ae™ es la densidad

exponencial. Supongamos que 7T, tiene densidad f,. Como Ty, 11 = T}, + &ns1, con T, y Ent
independientes, la densidad de T}, 11 es la convolucién: para t > 0,

t
Fair(t) = /0 Fa(5) Ae=209) s

n—1
— /t )\e—)\s (AS) Ae—)x(t—s) ds
0 (n—1)!

t n—1 n
— )\n-‘rle—)\t/ S ds = )\e—)\t (At) . n
0o (n—1)! n!

fn(t) = e 1[0,00) (t), n € N. (16)
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Definicién y distribucién del proceso.

Definicién 2.3. Sean &1, &s, ... variables aleatorias independientes con distribucion Exp(A),
A > 0. Sean
To =0, T.=&+---+&, neN

El proceso de Poisson con intensidad (o tasa) A es el proceso de conteo
oo
Ny=méx{n>0|T, <t} => 1y, <y, t>0. (17)
n=1
Las variables T}, se llaman tiempos de llegada y las ¢, = T,,—T,,—1 tiempos entre llegadas.

Asi, Ny =nsiysblosi T, <t < T,i1; es decir, N; cuenta el nimero de llegadas ocurridas
en el intervalo (0, t].

Ny

ST —

41 —

g — |

—
i | |

e
& 3 &4

Figura 1: Una trayectoria del proceso de Poisson. Las trayectorias son continuas por la derecha,
con limites por la izquierda y saltos de tamafio 1 en los tiempos de llegada.

Proposicion 2.4. Casi sequramente, T, — oo cuando n — oo. En consecuencia, Ny < 00
para todo t > 0, casi sequramente, y cada trayectoria t — Ny(w) es no decreciente, continua
por la derecha, con valores en Ng y saltos de tamario 1.

Demostracion. Por la ley fuerte de los grandes ntimeros, T,,/n — E[§1] = 1/X > 0 casi segu-
ramente, de modo que T,, — oo casi seguramente. Si T, (w) — oo, para cada t s6lo hay un
nimero finito de indices n con T, (w) < t, es decir, N¢(w) < oco. Ademads, como los &, tienen

densidad, P[¢, = 0] = 0 y, casi seguramente, 0 < T} < T3 < ---; por lo tanto los saltos son de
tamaiio 1. La continuidad por la derecha se sigue de que [T}, < t] estd definido con desigualdad
no estricta: si T, < t < 1,41, entonces N,, = n para todo u € [t, Tp+1). O

Teorema 2.5. Para cada t > 0, Ny tiene distribucion de Poisson con pardmetro At:

PN, =] = e e, (18)

n!
En particular, E[N;] = Xt y Var(IV;) = At.

Demostracion. Paran =0, P[N; = 0] = P[T} > t] = P[¢; > t] = e~ . Sea n > 1. Notemos que
[Ny > n] =T, <t]yque [T,+1 <t] C [T, <t]. Por lo tanto,

PNy =n] =P[Ny >n] —P[Ny >n+ 1] =P[T,, <t] = P[T41 <] = /Ot (fa(s) = far1(s)) ds,
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donde f, es la densidad (16). Ahora bien, por la regla del producto,

$)" s\ s n—1
R mM% = fals) = Fra(s).

Por el teorema fundamental del calculo,

PN, = n] = {643 (AS)HKZZ _ (A"

n! n!

Los valores de la media y la varianza son los de la distribucién de Poisson (vea el Ejercicio 4.6).
O

El pardmetro A = E[V¢]/t es el nimero promedio de llegadas por unidad de tiempo, lo cual
justifica el nombre de intensidad.

Ejemplo 2.6 (Llamadas a un conmutador). Las llamadas a un conmutador llegan de acuerdo
con un proceso de Poisson con intensidad A = 3 llamadas por hora. Midiendo el tiempo en
horas:
» La probabilidad de que no lleguen llamadas en los primeros 20 minutos es P[N; /3 = 0] =
e 33 = e~ 0,368.
» La probabilidad de que lleguen exactamente 2 llamadas en la primera hora es P[N; =
2] = 33! ~ 0,224.

» El tiempo esperado hasta la quinta llamada es E[T5] = 5E[¢;] = 5/3 horas, es decir, 100
minutos.

2.2. Incrementos y caracterizacion del proceso

La propiedad mas importante del proceso de Poisson es que el ntimero de llegadas en
intervalos disjuntos son independientes, y que el nimero de llegadas en un intervalo sélo depende
de su longitud.

Teorema 2.7. Sea (N¢)i>0 un proceso de Poisson con intensidad \. Para cualesquiera s,t > 0
Y ka me N07

As)F At)™
P[N, =k, Nyit — Ny =m] = et Y G (19)
k! m!
En particular, Ngy+ — N tiene distribucion de Poisson con parametro At y es independiente de
Ns.

Demostracion. Hacemos la demostracion en el caso & > 1, m > 2; los casos restantes son
similares y mas sencillos (vea el Ejercicio 4.8). Notemos que

[Ns =k, Nopt—Ns = m] = [Ns =k, Nott = k"‘m] = [Tk <8 <Tgt1y Thym < s+t < Tk+m+1]-
Escribamos
Tk+1:Tk+§, Tk+m:Tk+§+R7 Tk+m+1:Tk+€+R+n7

donde &€ = &1, R=Eko+ -+ &am ¥ N = Ekrmy1- Las variables Ty, &, R, n son independien-
tes, con densidades fi, Ae ™, f,_1 v Ae™™, respectivamente (Lema 2.2). El evento de interés
es

[Tk <s, Tpe+&>s, Tp+E+R<Ss+t, T]>S+t—(Tk+£—|—R)].
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As+t—u—z—r)

Integrando primero con respecto a 7, que aporta el factor e~ , obtenemos

P[Ns =k, Nyt =k+m] = /// Fru@) Ae™ fr 1 (r) e X727 gy dy dir,
A

donde A = {(u,z,7) |0 <u<s, z>s—u z+r <s+t—u, r >0} Usando (16), el
integrando es igual a

CA(s+) Akuk_l N Am_le_2
(k—1)! (m—2)!"

que no depende de x. Para u y r fijos, la variable x recorre el intervalo (s —u, s+t —u — 7],
de longitud ¢ — r (que es positiva si y sélo si r < t). Por lo tanto,

e

s k—1 t m—2
]PJ[NS = k‘, Nert =k + ’I’)’L] = 6_/\(S+t) )\k+m/ (Ui)' dU/ (747 (t — ’l“) dr
0 . 0

k-1 m —2)!
o Ast) ykam S
B k! m!’
pues [ 2(t —r)dr = t" (- — L) = WW_I) Esto es (19).

Sumando (19) sobre k € Ny se obtiene que N1y — Ny tiene distribucién de Poisson con
pardmetro At. Entonces (19) dice que P[N; = k, Ngit—Ns = m] = P[Ns = k] P[Ngy1— N = m],
es decir, Ng y Ng1¢ — Ng son independientes. ]

Con un argumento similar, aunque con ma&s notacién, se demuestra el caso general; vea
BrzeZniak y Zastawniak [2, Cap. 6].

Teorema 2.8. El proceso de Poisson con intensidad X\ tiene incrementos independientes y
estacionarios: para cualesquiera 0 =ty < t; < --- < t,, las variables

Nt — Niyy Nyy — Nyyy ooy Ny — Ny
son independientes y th — Ny, _, tiene distribucion de Poisson con pardmetro A(tj —tj—1).

Observacion 2.9. La existencia del proceso de Poisson también puede establecerse mediante
el teorema de extension de Kolmogorov, a partir de sus distribuciones finito-dimensionales,
determinadas por incrementos independientes con distribucién Poisson(A(t — s)).

Ejemplo 2.10. Con los datos del Ejemplo 2.6, calculemos la probabilidad de que lleguen 2
llamadas en la primera hora y 5 en las primeras tres horas. Por el Teorema 2.7,

PN =2, N3=5] =P[N; =2]P[Ns — N1 =3] =757 -0

~ 0,224 - 0,089 ~ 0,020.
Observacion 2.11 (Tiempo de espera residual). Fijemos un tiempo ¢t > 0y sea Wy = T, 41 — t

el tiempo que hay que esperar, a partir de ¢, hasta la siguiente llegada. Como [W; > u] =
[Nito — Ny = 0], el Teorema 2.7 da

P[W; > u] = e ™, u>0.

Es decir, sin importar cudnto tiempo haya pasado desde la tltima llegada, el tiempo de espera
hasta la siguiente es Exp()\). Esto es una manifestacién de la pérdida de memoria (Proposi-
cién 2.1).

Ejemplo 2.12 (La paradoja de la inspeccién). Los autobuses llegan a una parada segin un
proceso de Poisson con intensidad A, de modo que el tiempo promedio entre dos autobuses
consecutivos es 1/\. Un pasajero llega a la parada al tiempo fijo t > 0. Sea A; = t — Th,
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el tiempo transcurrido desde el ultimo autobis y W; = Tn,+1 — t el tiempo que tendra que
esperar. Por la Observaciéon 2.11, E[W;] = 1/A. Por otro lado, para 0 < u < t,

]P)[At > U] = ]P[Nt — Ny = 0] = 67/\u,
y P[A; > u] =0 si w > t. Por lo tanto,

1—e M

00 t
E[A,] :/O P[4, > u] du:/o e du = ——

Asi, la longitud del intervalo entre autobuses que contiene al instante ¢ tiene media

2—e M 2
E[At+Wt]:7e — -, t — oo,
A A
que es casi el doble de 1/\. La “paradoja” se explica porque es mas probable que el pasajero

llegue durante un intervalo largo que durante uno corto.

Caracterizacion infinitesimal. El Teorema 2.8 sugiere una definicién alternativa del pro-

ceso de Poisson que no hace referencia a los tiempos entre llegadas. La siguiente caracterizacion

muestra por qué el proceso de Poisson aparece de manera natural en las aplicaciones: basta
b)) 14

suponer que las llegadas ocurren de manera “homogénea”, “sin memoria” y “de una en una’.
Escribimos o(h) para denotar una funcién g tal que g(h)/h — 0 cuando h | 0.

Teorema 2.13. Sea (N¢)¢>0 un proceso de conteo con No = 0 y con incrementos independientes
y estacionarios. Supongamos que, para algin X > 0,

B[Ny = 1] = Mot o(h), B[Ny >2=o(h), hLO. (20)

Entonces Ny tiene distribucion de Poisson con pardmetro \t, para todo t > 0. En consecuen-
cia, (Ny) tiene las mismas distribuciones finito-dimensionales que el proceso de Poisson de la
Definicion 2.3.

Demostracion. Sea p,(t) = P[N; = n]. De (20), po(h) = 1 — Ah + o(h). Por la independencia y
estacionariedad de los incrementos,

po(t +h) =P[Ny =0, Neyn — Ne = 0] = po(t) po(h) = po(t)(1 — Ah + o(h)).

Luego

t+h)—po(t o(h
LR =000 ey + A oty — Apot), Lo,
Asi, p{(t) = —Apo(t) (derivada por la derecha) con py(0) = 1, de donde py(t) = e~

Sea ahora n > 1. Descomponiendo segtn el valor de Nyyp — Vg,

At

pu(t+h) =3 PNy =n = j]P[Neys — Ny = j]
§=0

— () Po() + pas (O p1(B) + 3" Py () BN, = J]
j=2

= pn(t)(l - )\h) + pn—l(t) Ah + O(h)a

pues la tltima suma esta acotada por P[Nj, > 2] = o(h). Dividiendo entre h y haciendo h | 0
obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales

Pp(t) = =Apn(t) + Apna(t),  pa(0)=0, n>1. (21)
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Sea g, (t) = e Mp,(t). Entonces (21) se convierte en ¢/, (t) = A qn_1(t), con go(t) = 1y ¢,(0) = 0.
Por induccién,

t s n—1 n
it = [ 20900

mn—1!"
es decir, p,(t) = e M(\t)"/n!. La tltima afirmacién se sigue de la Proposicién 1.6, pues ambos

procesos tienen incrementos independientes con las mismas distribuciones. ]

Reciprocamente, el proceso de Poisson de la Definicion 2.3 satisface (20), pues
PN, = 1] = e M =Xh+o0(h), P[N,>2/=1-e M- Ane " =0(h).

Las ecuaciones (21) son un caso particular de las ecuaciones de Kolmogorov para cadenas de
Markov en tiempo continuo.

2.3. Martingalas y operaciones con procesos de Poisson

Sea {F;} la filtracién natural del proceso de Poisson. Por el Teorema 2.8, N; — N; es
independiente de F; para s < t (aceptamos este hecho, que se sigue de la independencia de los
incrementos).

Proposicién 2.14. Sea (N;) un proceso de Poisson con intensidad \. Entonces el proceso de
Poisson compensado
My = Ny — Mt

es una martingala, y también lo es M — Mt.

Demostracion. Como E[N;] = At, la primera afirmacion se sigue de la Proposicién 1.44. Para la
segunda, sean s < t. Escribamos My = Mg+ (M; — M), donde M, es Fs-medible y M, — My =
(Ny — Ns) — A(t — s) es independiente de Fg, con media 0 y varianza Var(N; — Ny) = A(t — s).
Entonces

E[MtQ | ]:8] = E[Mf + QMS(Mt - MS) + (Mt - MS)Q ’ ]:8}
= M2 + 2ME[M; — M| + E[(M; — M;)?]
= M2+ At —s).

Restando At en ambos lados, E[M? — At | Fs] = M2 — \s. La integrabilidad es clara, pues N;
tiene momentos de todos los 6rdenes. d

Superposicion, adelgazamiento y tiempos de llegada.

Proposicién 2.15 (Superposiciéon). Sean (N}) y (N?) procesos de Poisson independientes con
intensidades A\1 y Aa. Entonces Ny = Nt1 + Nf tiene incrementos independientes y Ny — Ny
tiene distribucion de Poisson con pardmetro (A + X2)(t — s). Es decir, N es un proceso de
Poisson con intensidad A1 + Ao.

Demostracion. Los incrementos de N sobre intervalos disjuntos son sumas de incrementos de
N'y de N? sobre esos intervalos; como todos estos son independientes entre si, los incrementos
de N son independientes. Basta entonces ver que si X ~ Poisson(a) y Y ~ Poisson(b) son
independientes, X + Y ~ Poisson(a + b). En efecto, por el teorema del binomio,

n —(a+b) n )"
] — —a @ _€ N\ jon—k _ —(atb) (@ D)
IP’[X+Y—n]—Ze 11 € R ;:%(]Jab =e o O
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Proposiciéon 2.16 (Adelgazamiento). Sea (N¢) un proceso de Poisson con intensidad X\ y sea
p € (0,1). Supongamos que cada llegada, independientemente de todo lo demds, es de tipo 1 con
probabilidad p y de tipo 2 con probabilidad 1 — p. Sean N} y N? el mimero de llegadas de tipo
1y de tipo 2 en (0,t]. Entonces, para cada t, N} y Nt2 son independientes, con distribuciones
de Poisson con pardmetros Apt y A(1 — p) t, respectivamente.

Demostracion. Sean k,m € Ng. Dado N; = k + m, el nimero de llegadas de tipo 1 tiene
distribucién binomial con parametros k + m y p. Por lo tanto,
k
PN} = k, N7 = m] = B[N, = k+m]< ;m>p’“<1 )"
oy (AT (B4 m)!
:e)\t< ) ( )pk(l_p)m
(k 4+ m)! k!'m!

O M ="

k! m! ’
donde usamos e M = e Mle=A1-P! Egta es la distribucién conjunta de dos variables de
Poisson independientes con los parametros indicados. O

Ejemplo 2.17. A una tienda llegan clientes segiin un proceso de Poisson con intensidad A =
20 por hora. Cada cliente realiza una compra con probabilidad 0,3, independientemente de
los demés. Por la Proposicién 2.16, el nimero de clientes que compran en una hora tiene
distribucién de Poisson con parametro 6, y es independiente del niimero de clientes que no
compran, que tiene distribucién de Poisson con parametro 14.

Finalmente, veamos qué se puede decir sobre los tiempos de llegada si sabemos cudntas
llegadas hubo en [0, ¢].

Proposicion 2.18. Sea (N:) un proceso de Poisson y sea t > 0. Condicionado al evento
[Ny = 1], el tiempo de la unica llegada Ty tiene distribucion uniforme en [0,t]:

IP)[T1§5|N,5:1]:§, 0<s<t.
Demostracion. Si 0 < s < t, entonces [11 < s, Ny = 1] = [Ny = 1, N; — N; = 0]. Por el
Teorema 2.7,

P[N, = 1]P[N; — N, =0] Ase e 2= 5
< = = = = —.
Pl < s N =1 P[N; = 1] Mt e= M t -

Maés generalmente, se puede demostrar que, condicionado a [Ny = n], el vector (T1,...,T,)
tiene la misma distribucién que los estadisticos de orden de n variables independientes uni-
formes en [0,¢] [7]. En este sentido, las llegadas de un proceso de Poisson estan “distribuidas
completamente al azar” en el tiempo.

Resumen de la Seccién 2

Sea (N;) un proceso de Poisson con intensidad .

» Construccién (Definicién 2.3): Ny = max{n | T, < t}, con T, = & + - + &,
y & independientes Exp(\); la exponencial es la tnica distribucién sin memoria
(Proposicién 2.1) y T, ~ Gamma(n, ) (Lema 2.2).

» Distribuciéon de Poisson (Teorema 2.5):

P[N; = n] = e*“w, E[N;] = Var(NV;) = At.

n!




» Incrementos independientes y estacionarios (Teoremas 2.7 y 2.8): Ny — Ng ~
Poisson(A(t — s)), independiente del pasado.

» Martingalas (Proposicién 2.14): Ny — Mt y (N; — A\t)? — \t.

» Superposicién y adelgazamiento (Proposiciones 2.15y 2.16): se obtienen de nuevo
procesos de Poisson.

» Llegadas uniformes (Proposicién 2.18): dado Ny = 1, T} ~ UJ0, ¢].

3. Movimiento browniano

En 1827 el botanico R. Brown observé al microscopio que los granos de polen suspendidos
en agua se mueven de manera incesante e irregular. En 1905 A. Einstein explicé este fenémeno
como el resultado de los choques de las moléculas del liquido con las particulas, y en 1923
N. Wiener dio la primera construccién mateméticamente rigurosa del proceso que hoy llamamos
movimiento browniano o proceso de Wiener. Ademas de la fisica, este proceso es fundamental
en finanzas, biologia e ingenieria, y es el punto de partida del calculo estocédstico. Seguimos a
Brzezniak y Zastawniak [2, Cap. 6].

3.1. Definicién y construccién

Sea S, = &1 + -+ + &, la caminata aleatoria simple del Ejemplo 1.3, con P[{;, = £1] = %
Supongamos que una particula da un paso de longitud ¢ cada 1/n unidades de tiempo. Su
posicion al tiempo ¢ es 05|, cuya varianza es §2?|nt] ~ §%nt. Para obtener un limite no
trivial cuando n — oo debemos tomar 6 = 1/4/n. Consideramos entonces

1
% SI_ntJ )

= Para t > 0 fijo, por el Teorema central del limite,

/ Sin
xo = S d vy e
n |nt]

( (n)

= Sis < t,losincrementos X Sn) yX; ' —X S(n) dependen de bloques disjuntos de las variables
&, asi que son independientes, y Xt(n) - X,S”) LN N(0,t —s).

x™ = t>0.

= Los saltos de X son de tamafio 1 /v/n — 0, lo que sugiere que el proceso limite tiene
trayectorias continuas.

Estas tres observaciones motivan la siguiente definicion. (El principio de invariancia de Donsker
hace riguroso el paso al limite; vea [1].)

Definicién 3.1. Un proceso estocastico W = (W)¢>0 es un movimiento browniano (estan-
dar, unidimensional), o proceso de Wiener, si

(a) Wy = 0 casi seguramente;
(b
(c

(d) casi todas las trayectorias t — W;(w) son continuas.

W tiene incrementos independientes;

para 0 < s < t, el incremento W; — W tiene distribucién normal N (0,t — s);

)
)
)
)
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Notemos que (c) implica que W tiene incrementos estacionarios. En particular, W; ~
N(0,t), es decir,

1
2rt

P[W; € B] = / e/ 4y, BeB), t>0.
B

Recordemos también cémo se obtiene la covarianza a partir de la definicién. Si 0 < s < ¢,
como Wy = Wy—Wj casi seguramente y los incrementos Wy — Wy y Wy — W son independientes,

Cov(Ws, Wy) = E[Ws(W, + Wy — Wy)]
= RB[W2] 4+ E[W, E[W; — W,] = s.

Por simetria, Cov(Ws, W) = min{s, t}. En el Ejemplo 1.34 vimos, ademds, que esta funcién es

definida no negativa: para cualesquiera t1,...,t, >0y a,...,a, € R,
n 00 n 2
> ajapmin{t; i} = / (X as1jo,)(u)) du>o0.
k=1 0 =1

Esta propiedad permitira construir el proceso en el siguiente teorema.

Teorema 3.2 (Wiener). Existe un espacio de probabilidad en el que estd definido un mouvi-
miento browniano.

Demostracion. Por el Ejemplo 1.34 y el Teorema 1.33, existe un proceso gaussiano centrado X
con covarianza C(s,t) = min{s,t}. Para 0 < s < t,

X;— X~ N(0,t—s), E[X;— X, =3(t—s)

Por el criterio de Kolmogorov—Chentsov, aplicado en cada intervalo compacto, X admite una
modificacién continua W en [0, 00). Como las modificaciones tienen las mismas distribuciones
finito-dimensionales, W es gaussiano centrado con covarianza C. En particular, Wy = 0 casi
seguramente y W, — Wy ~ N(0,t — s).

Sean 0 < tg < - <tpy Dj = Wy, — Wy,_,. El vector (D1,...,Dy,) es gaussiano y, para
J <k,

Cov(Dj, Dy) = Cl(t;, tr) — C(tj, tr—1)
— O(tj—1,tg) + O(tj—1,tp_1)
= tj — tj — tj—l +tj—1 = 0.

Por tanto, los incrementos son conjuntamente independientes. Como las trayectorias de W son
continuas, W es un movimiento browniano. ]

Otra construccién, debida a P. Lévy, define W en [0, 1] como limite uniforme de interpola-
ciones lineales en los puntos diddicos; vea Brémaud [1] o Brzezniak y Zastawniak [2, Cap. 6].
Por la Proposiciéon 1.6, todos los movimientos brownianos tienen las mismas distribuciones
finito-dimensionales.

3.2. Estructura gaussiana e invariancias

Teorema 3.3. Un proceso W = (Wy)i>0 con trayectorias continuas es un movimiento brow-
niano st y soélo si es un proceso gaussiano con

E[Wy =0 Yy Cov(Ws, Wi) = min{s, t}, s,t > 0.
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Figura 2: Una trayectoria (simulada) del movimiento browniano en [0, 5].

Demostracion. Supongamos que W es un movimiento browniano. Como sus incrementos son
independientes y normales, sus distribuciones finito-dimensionales son gaussianas. Ademas,
E[W:] = 0 y, como vimos anteriormente,

Cov(Ws, W;) = min{s, t}.

Reciprocamente, supongamos que W es un proceso gaussiano centrado con covarianza
min{s,t} y trayectorias continuas. El argumento utilizado en la demostracién del Teorema 3.2
muestra que Wy = 0 casi seguramente y que sus incrementos son independientes, con

Wy — Wy ~ N(0,t — s), 0<s<t.
Por tanto, W es un movimiento browniano. ]

Ejemplo 3.4. Calculemos la distribucion de Wy + Ws. Por el Teorema 3.3, W7 4+ W5 es normal
y centrada, con varianza

Var(Wy + Wy) = Var(Wy) 4+ Var(Ws) +2Cov(Wy, Ws) =142+2-1=5.

Ast, Wi + Wy ~ N(0,5) y, por ejemplo, P[W; + Wy > 2] = 1 — ®(2/y/5) ~ 0,186, donde ®
es la funcién de distribucién normal estdndar. Otra manera de verlo es escribir W7 + Wy =
2W1 + (Wy — W7), suma de dos normales independientes con varianzas 4 y 1.

Corolario 3.5 (Ley de los grandes numeros). Si W es un movimiento browniano, entonces
Wi/t — 0 casi seqguramente cuando t — oo.

Demostracion. Sean & = Wi —Wy_1, k > 1. Son variables i.i.d. con media cero y varianza uno.
Por la ley fuerte, W, /n = (§14---+&,)/n — 0 casi seguramente. Ademads, paran <t <n+1,

(Wi < |Wol 4 supPg<y<1 |Watu — Wal
t — n n ’

Los supremos del numerador tienen la misma distribucién que M = supg<, <1 |[Wy|, con E[M?] <
4E[W?] = 4 por la desigualdad maximal de Doob. Por Markov y Borel-Cantelli, dichos supre-
mos divididos entre n convergen a cero casi seguramente. Se sigue el resultado. 0
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Propiedades de invariancia. El Teorema 3.3 es una herramienta muy eficiente para verifi-
car que un proceso es un movimiento browniano: basta revisar que es gaussiano, centrado, con
covarianza min{s, ¢} y trayectorias continuas.

Proposicion 3.6. Sea W un movimiento browniano. Entonces cada uno de los siguientes
procesos es también un movimiento browniano:

(a) Simetria: X; = —W;.

(b) Escalamiento: X; = ﬁ Wet, donde ¢ > 0 es una constante.

(c) Traslacion en el tiempo: X; = Wy — Wy, donde s > 0 es fijo.
(d) Inversién del tiempo: Xo = 0 y X; =t Wy, para t > 0.

Demostracion. En los cuatro casos, X es una transformacion lineal de W, de modo que es
gaussiano y centrado. Basta calcular covarianzas y revisar la continuidad. Sean s,t > 0.

(a) Cov(—Ws, —W;) = Cov(Ws, W) = min{s, t}, y las trayectorias son continuas.

(b) Cov (¢ V2 Wy, c™Y/2Wy) = L min{es, ct} = min{s, t}, y t — Wy es continua.

(c) Fijemos s y sean u,t > 0. Desarrollando,

Cov(Wsyy — Wy, Weyy — Ws) =min{s+u,s+t} — s — s+ s = min{u, t}.

Las trayectorias son continuas.
(d) Para s,t > 0,
st
C W tW; = st min{l/s,1/t} = —— =mi ty.
OV(S 1/s» l/t) s mln{ /87 / } méx{s,t} mln{s, }
Las trayectorias son continuas en (0, c0). Para la continuidad en 0, el Corolario 3.5 da Wy, /u — 0
casi seguramente cuando u — oo; por tanto, tWy,; — 0 cuando t | 0. O

La propiedad (b) dice que el movimiento browniano es autosimilar: si observamos una
trayectoria en el intervalo [0, ¢] y reescalamos el tiempo por ¢y el espacio por /¢, obtenemos de
nuevo una trayectoria browniana. Esto explica el aspecto “fractal” de la Figura 2. La propiedad
(¢), junto con la independencia de los incrementos, dice que el movimiento browniano “vuelve
a empezar” en cada tiempo fijo s, independientemente de su pasado; esta es la propiedad de
Markov del movimiento browniano.

Ejemplo 3.7 (Proceso de Ornstein—Uhlenbeck). Sea W un movimiento browniano y sea
U =e "W, t>0.
Entonces U es un proceso gaussiano centrado con trayectorias continuas y, para s < t,
Cov(Us,Uy) = e~* ' min{e?, e?} = e757e2 = ¢~ (179,

Como la covarianza s6lo depende de t — s y U es gaussiano, U es un proceso estacionario
(Definicién 1.36), con Uy ~ N(0,1) para todo t. A diferencia del movimiento browniano, que
se aleja de su punto de partida (Var(W;) =t — 00), el proceso de Ornstein—Uhlenbeck fluctiia
alrededor de 0; se usa, por ejemplo, para modelar la velocidad de una particula browniana o
tasas de interés.

Ejemplo 3.8 (Movimiento browniano con deriva y movimiento browniano geométrico). Sean
pw € R yo>0.El proceso

X = pt + oWy
se llama movimiento browniano con deriva p y volatilidad o; tiene incrementos independientes y
X;— X5~ N(u(t—s),0%(t—s)). Su exponencial, S; = Sy eX* con Sy > 0, se llama movimiento
browniano geométrico. En el modelo de Black—Scholes, S; representa el precio de una acciéon
al tiempo t. Como E[e?] = ¢™/2 si Z ~ N(m,v),

E[S;] = Sg el /2t
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3.3. Densidad de transicién y martingalas

Por la Observacién 77, el movimiento browniano es un proceso de Markov. Si la particula
estd en z al tiempo s, su posicién al tiempo s+t es x + (Wyyy — W), con Weyy — Wy ~ N(0,¢)
independiente del pasado. El papel de las probabilidades de transicién ¢, (z,y) de una cadena
de Markov lo juega ahora la densidad de transicién

1 (y —x)*
= - t R 22
pt(x7y) \/ﬁexp( 2% )7 >07 T,y € K, ( )
en el sentido de que, para B € B(R),
Plx+W; € B] = Bpt(:n,y) dy.

Proposicién 3.9. La densidad de transicion (22) satisface:

(a) Ecuacién de Chapman—Kolmogorov: para s,t >0 y z,y € R,
ps+t(x7 Z/) = /Rps(x7 z) pt(z7 y) dz.

(b) Ecuacién del calor: parat >0 y x,y € R,

04y = 2 TP

—(z,y) = = —5(z,9).

ot YT oy? Y

Demostracion. (a) Sean D1 = Wy Dy = Wy — Wy, independientes con distribuciones N (0, )
y N(0,t). La densidad de x + D; + Dy = x + Wyyy es, por un lado, psi¢(z,-) y, por otro, la
convolucioén de las densidades de x + D; y de D, es decir, [ ps(x, z) pi(z,y) dz.

(b) Escribamos u = y — x. Derivando directamente,

ope _ (1+u2) Op _ _u p _ <u21)
ot P\ T o o) Ty T AP g TP T )
de donde se sigue la igualdad. O

La parte (a) es la versién continua de la igualdad Q™" = Q™Q"™ para cadenas de Markov.
La parte (b) tiene la siguiente consecuencia: si f : R — R es acotada y continua, la funcién

u(t,a) = E[f @+ Wo)] = [ Jw)p(ay) dy

satisface la ecuacion del calor dyu = %&mu para t > 0 (derivando bajo el signo integral y
usando que p¢(z,y) sélo depende de y — x), con la condicién inicial u(¢,z) — f(x) cuando
t | 0. Esta conexién entre el movimiento browniano y las ecuaciones diferenciales parciales fue
el punto de partida del trabajo de Einstein.

Martingalas brownianas. Sea {F;} la filtracién natural de W. Para s < t, el incremento
Wy — Wy es independiente de Fs: por independencia de incrementos es independiente de cada
vector (Wy,,..., Wy, ), con u; < s,y la afirmacién se extiende a F; mediante el argumento de
clases monotonas.

Proposicion 3.10. Sea W un movimiento browniano y sea 0 € R. Cada uno de los siquientes
procesos es una martingala con respecto a {Fi}:

o2
(a) Wi, (b) W2 —t, (c) eXp(UWt—?t).
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Demostracién. Los tres procesos son adaptados e integrables (para (c), recuerde que E[e??] =
e’/ 5i 7 ~ N(0,v)). Sean 0 < s <ty D = W; — Wy, que es independiente de Fs y tiene
distribucion N(0,t — s).

(a) Es consecuencia de la Proposicién 1.44, pues E[W;] = 0.

(b) Usando la Proposicién 1.38,

E[W? | Fs] = E[W2 + 2W,D + D? | F]
= W24 2W,E[D] + E[D?] = W2 + (t — s).

Por lo tanto E[W2 —t | Fs] = W2 — s.
(c) Sea Z; = exp(cW; — 0?t/2). Como €= es F,-medible,

E[Z; | Fi) = eV P E[e7P] = e Wemr 2 o (702 — 7, O

Las martingalas permiten calcular cantidades asociadas a tiempos de paro. Para ello usamos,
sin demostracion, la siguiente version del teorema de paro opcional; vea [1] o [2, Cap. 6].

Teorema 3.11 (Paro opcional). Sea (M;) una martingala con trayectorias continuas y sea T
un tiempo de paro con P|T < oo] = 1. Si existe una constante K tal que |Min,| < K para todo
t >0, entonces E[M.| = E[My]. En efecto, el teorema de paro opcional para el tiempo acotado
t A7 da E[Miar] = E[My]; ademds, My — M, casi sequramente y la cota uniforme permite
aplicar convergencia dominada.

Ejemplo 3.12 (Ruina del jugador browniana). Sean a,b > 0y sea 7 = inf{t > 0 | W} €
{—=b,a}} el primer tiempo en que W sale del intervalo (—b,a). Por el Ejemplo 1.42, 7 es un
tiempo de paro. Ademés 7 < oo casi seguramente: para cada n, el evento [T > n] estd contenido
en =1 [[Wk — Wi_1| < a + b], cuya probabilidad es p" con p = P[|Wi| < a+b] < 1.

Como |[Winr| < méx{a,b}, el Teorema 3.11 aplicado a W da E[W;] = 0. Como W, €
{_ba CL},

b

a+b

Este es el andlogo continuo de la ruina del jugador para la caminata aleatoria simétrica. En el
Ejercicio 4.21 se muestra, usando la martingala W2 — t, que E[7] = ab.

aP[W; =a] —b(1—P[W,; =aq]) =0, es decir, P[W,=a]=

3.4. Trayectorias y principio de reflexién

Las trayectorias brownianas son continuas, pero extremadamente irregulares. Para medir
esta irregularidad, consideremos una particiéon Il = {0 =ty < t; < --- < t,, =t} de [0,¢] con
norma ||II|| = maxy (tx — tx—1), y escribamos A W = Wy, — W, | v At =t — t—1.
Teorema 3.13 (Variaciéon cuadratica). Sea (II,,) una sucesion de particiones de [0,t] con
L, || = 0, y sea

Qn::E:(AkWO2

k
la suma correspondiente a II,. Entonces E[(Q,, — t)2] — 0; es decir, Q, —t en L?.

Demostracion. Fijemos n y escribamos II,, = {t9 < -+ < t;,}. Como AW ~ N(0,Agt), se
tiene E[(AW)?] = Apt y Var (A W)?) = E[(AsW)*] = (Agt)? = 3(Axt)* — (Axt)* = 2(At)*.
Por lo tanto,

E[Qn] = ) At =t,
k=1

y, como los incrementos son independientes, la varianza de la suma es la suma de las varianzas:

E[(Qn —t)%] = Var(Qn) = Y _ 2(Agt)? < 2||I,|| > Agt = 2t [[IL,]| — 0. O
k=1 k=1
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Para una funcién f con derivada continua en [0, ], por el teorema del valor medio,

S (f(t) = f(tr-1))® < max|f? 1Tt — 0.

k

El Teorema 3.13 muestra que las trayectorias brownianas se comportan de manera muy distinta:
heuristicamente, (dW;)? = dt. Esta igualdad es el origen de la férmula de Itd del calculo
estocéstico.

Corolario 3.14. Casi todas las trayectorias del movimiento browniano tienen variacion total
infinita en [0,t], para cada t > 0.

Demostracién. La convergencia en L? implica la convergencia en probabilidad, y de toda su-
cesion que converge en probabilidad se puede extraer una subsucesién que converge casi segu-
ramente. Asi, pasando a una subsucesién, podemos suponer que @, — t casi seguramente. Por
otro lado,

Qu =Y (AxW)? < (meix |AuW]) 3 |AeW] < (mix|ALIV]) Vi(w),
k k

donde Vi(w) es la variacién total de la trayectoria en [0,¢]. Por la continuidad uniforme de
la trayectoria en [0,t], maxy |[AyW| — 0 cuando ||II,|| — 0. Si fuera V;(w) < oo, tendriamos
Qn(w) — 0, lo cual s6lo ocurre en un conjunto de probabilidad cero, pues @, — t > 0
casi seguramente. Aplicando el argumento a ¢ = 1/n, n > 1, e intersectando los eventos de
probabilidad uno, la conclusién vale simultaneamente para todo ¢ > 0 por monotonia de la
variacion total. O

Como toda funcién monoétona, o con derivada acotada, tiene variacién total finita, el Coro-
lario 3.14 implica que las trayectorias brownianas no son monétonas ni lipschitzianas en ningiin
intervalo: basta aplicar la misma conclusiéon a intervalos con extremos racionales, usando in-
crementos brownianos estacionarios y una interseccién numerable de eventos de probabilidad
uno. De hecho, se tiene el siguiente resultado, que enunciamos sin demostracion.

Teorema 3.15 (Paley—Wiener—Zygmund). Casi todas las trayectorias del movimiento brow-
niano no son diferenciables en ningin punto t > 0.

Una versién més débil es ficil de ver. Fijemos ¢ > 0 y K > 0. Por la Proposicién 3.6(c),
Wiin — Wi ~ N(0,h), de modo que, si Z ~ N(0,1),

Wiin —

IP’H - Wt’gK}:P[\Z\gK\/E] —5 0, hlo.

Es decir, el valor absoluto de los cocientes de diferencias tiende a infinito en probabilidad
cuando h | 0.

El principio de reflexién. Sea a > 0y sea 7, = inf{t > 0 | Wy = a} el tiempo de llegada
al nivel a, que es un tiempo de paro (Ejemplo 1.42). Sea M; = maxo<s<: Ws el maximo de la
trayectoria hasta el tiempo t. Por continuidad,

[To < t] = [My > al.

Teorema 3.16 (Principio de reflexién). Para a >0 yt > 0,

P[M; > a] = 2P[W,; > a] = P[|W;| > a].
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Idea de la demostracion. Como P[W; = a] =0,
P[M; > a] = P[M; > a, Wy > a]l +P[My > a, Wy < a] =P[W; >a]+Plr, <t, W; <al,

pues [W; > a] C [My > a]. Admitimos sin demostracién la propiedad fuerte de Markov del mo-
vimiento browniano: el proceso (Wr, 44 — Wr, )u>0 €s un movimiento browniano independiente
de lo ocurrido antes de 7,. Por la simetria (Proposicién 3.6(a)), una vez que la trayectoria toca
el nivel a, es igualmente probable que al tiempo ¢ esté por arriba o por abajo de a. Si reflejamos
la trayectoria con respecto a la recta y = a a partir del tiempo 7,, obtenemos otra trayectoria

browniana, y el evento [1, < t, W; < a] se transforma en [7, < ¢, Wy > a] = [W; > a]. Asi,
Plr, < t, Wy < a] =P[W,; > d],

y se sigue el resultado. La ltima igualdad del enunciado es consecuencia de la simetria de W;.
Para una demostracién completa, vea [1] o [3]. O

Ta t

Figura 3: El principio de reflexién: a partir de 7,, la trayectoria reflejada con respecto a y = a
(linea discontinua) es igualmente probable.

Corolario 3.17. Sea a > 0. Entonces P[r, < oo] = 1, pero E[r,] = oo. Ademds, 7, tiene

densidad
a

fra(t) = Nors ™/, t>0.

Demostracion. Sea Z ~ N(0,1). Por el Teorema 3.16 y como Wy 4 VtZ,
o 1

—€
a/Vt V 2

Haciendo t — oo, el lado derecho tiende a 2IP[Z > 0] = 1, luego P[r, < oo] = 1. Derivando (23)
con respecto a t (regla de la cadena),

Plr, < t] = P[M; > a] = 2P[Z > a/V1] = 2 —7*/2 . (23)

1 2 d/a a 2
() =—2- ——e @ /2t 22N —a?/(2t)
fa() /727.‘_6 dt(\/i) \/We

Finalmente, para ¢t > a? se tiene e=a’/(20) > e 12, de modo que

ae 12 oo gt

V2 a2%:

El Corolario 3.17 dice que el movimiento browniano alcanza cualquier nivel con probabilidad
1, pero el tiempo esperado para hacerlo es infinito, exactamente como ocurre con la caminata

Er,] = /Oootha(t) dt > -~ 0

aleatoria simple simétrica, que es recurrente nula.
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Resumen de la Seccién 3

Sea W un movimiento browniano.

» Definicién (Definicién 3.1): Wy = 0, incrementos independientes, Wy —W; ~ N (0, t—
s), trayectorias continuas. Existe por el Teorema 3.2.

» Proceso gaussiano (Teorema 3.3): W es gaussiano, centrado, con
Cov(Ws, Wi) = min{s, t}.
» Invariancias (Proposicién 3.6): — W4, Y Wy, Wy —Ws y tW, /t Son movimientos
brownianos; W3/t — 0 (Corolario 3.5); e ‘W, 2: es estacionario (Ejemplo 3.7).

= Densidad de transicién (Proposicion 3.9): py(z,y) = (2rt)~1/2e~=2)°/2t gatisface
Chapman—Kolmogorov y la ecuacién del calor oyp = %Oyyp.

» Martingalas (Proposicién 3.10): Wy, W2 —ty eoWe=0t/2

= Trayectorias: variacién cuadratica > (AxW)? — ¢ (Teorema 3.13); variacién total
infinita (Corolario 3.14); no diferenciables (Teorema 3.15).

» Principio de reflexién (Teorema 3.16): Plmaxs<; W > a] = 2P[W; > a.

4. Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sean X y Y procesos definidos en el mismo espacio de probabilidad.

(a) Demuestre que si X y Y son indistinguibles, entonces Y es una modificacién de X.

(b) Demuestre que si Y es una modificaciéon de X, entonces X y Y tienen las mismas distri-
buciones finito-dimensionales.

Sugerencia: Para t1 < +-+ < t,, el evento [(X¢y,..., Xtn) # (Yii,..., Y1, )] estd contenido en

Uk[th 7é Ytk]

(c) (Por qué el reciproco de (b) no tiene sentido en general?

Ejercicio 4.2 (Fase aleatoria). Sea X; = cos(t + U), con U uniforme en [0, 27], como en el
Ejemplo 1.2.

(a) Demuestre que Cov(Xy, X;) = 1 cos(t — s).
(b) ¢(Es X un proceso gaussiano? Justifique.

(c) Demuestre que, para cada h > 0, el proceso (X;yp)i>0 tiene la misma media y la misma
covarianza que X.

Respuestas. (a) Use cosacos S = [cos( — B) + cos(a+ B)] y que E[cos(s +t + 2U)] = 0. (b) No: |[X¢| <1,y
una variable normal con varianza 3 > 0 no es acotada. (c) La media es 0 y la covarianza solo depende de t — s.

Ejercicio 4.3. Sea Z ~ N(0,1) ysea Xy =t Z, t > 0.
(a) Demuestre que X es un proceso gaussiano y calcule su media y su covarianza.
(b) ;Tiene X incrementos independientes? ;Incrementos estacionarios?

(c) Compare con el movimiento browniano: ambos satisfacen Xy ~ N(0,-) y Xo = 0. ;Qué
propiedad de la Definicién 3.1 falla?

Respuestas. (a) m(t) = 0, C(s,t) = st. (b) Los incrementos no son independientes: Cov(X1 — Xo, X2 — X1) =

Cov(Z,Z) = 1 # 0. Si son estacionarios, pues X1 — Xs1n = (t — s)Z. (c) Falla (b) y también (c), pues
Var(X;) =12 # t.
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Ejercicio 4.4. Sea 7 un tiempo de paro con respecto a {F;}.
(a) Demuestre que [T < t] € F; para todo t > 0.

Sugerencia: [t < t]=J .,[r <t—1/n].

n>1
(b) Sea X un proceso adaptado con trayectorias continuas y sea a € R. Demuestre que
7 =inf{t > 0| X; > a} es un tiempo de paro.
Sugerencia: Use el Ejemplo 1.42 con F = [a,00).
Ejercicio 4.5. Sea X un proceso con incrementos independientes con respecto a {F;}, con
E[X?] < oo para todo t, y sea M; = X;—E[X;]. Demuestre que M? —Var(X;) es una martingala.
Deduzca que Var(X;) = Var(X;) + Var(X; — X;) para s < t.

Sugerencia: Imite la demostracion de la Proposicion 2.14.

Ejercicio 4.6 (Momentos de la distribucién de Poisson). Sea X ~ Poisson(a), a > 0.
(a) Demuestre que su funcién generadora de probabilidades es E[sX] = e*(s—1)
(b) Deduzca que E[X] = a y E[X(X — 1)] = a?; concluya que Var(X) = a.

(c) Si (Ny) es un proceso de Poisson con intensidad A, calcule E[N?] y E[2/V].

, para s € R.

Respuestas. (b) Derive en s = 1 una y dos veces. (c) E[N?] = Xt + (\t)? y E[2Vt] = &M,

Ejercicio 4.7 (Competencia entre exponenciales). Sean { ~ Exp(\) y n ~ Exp(u) indepen-
dientes.

(a) Demuestre que min{&,n} ~ Exp(\ + p).

A

b) Demuestre que P|¢ < n] = ——.

(b) que P§ <n] = +— .

(¢) Un banco tiene dos cajeros. Los tiempos de servicio son exponenciales con medias de 4 y
6 minutos, respectivamente. Usted llega cuando ambos estdn ocupados (y no hay nadie
més esperando). ;Cudl es el tiempo esperado hasta que se desocupe uno de ellos? ;Cudl
es la probabilidad de que lo atienda el primer cajero?

Respuestas. (a) Pmin{¢,n} > t] = P > t|P[n > t] = e~ AWt (b) fooc e e dx. (c) Por la pérdida de
1/4 _ 3

5/12 — 5°

memoria, con A = 1 y p = £: el tiempo esperado es 1/(A + p) = 2,4 minutos y la probabilidad es

Ejercicio 4.8. Complete la demostracién del Teorema 2.7.

(a) Caso m =0, k > 1: demuestre que
P[Ns =k, Nopy = k| =P[T), < s, Ty + &1 > s + 1]

s k
B / fr(w) e AW gy = g7 AF) ()\]:l).
0 [

(b) Caso m =1, k > 1: proceda como en el texto, pero sin la variable R.
(c) Caso k = 0: observe que [Ny =0, Ngyy =m| =1[§1 > 8, Ty < s+t < Ty

Ejercicio 4.9 (Llegadas a una parada de autobts). Los pasajeros llegan a una parada de
autobus segiin un proceso de Poisson con intensidad A = 2 por minuto.

(a) Calcule la probabilidad de que en los primeros 3 minutos lleguen exactamente 4 pasajeros.

(b) Calcule la probabilidad de que en los primeros 3 minutos lleguen 4 pasajeros y en los
siguientes 2 minutos no llegue ninguno.

(c¢) (Cudl es el tiempo esperado de llegada del décimo pasajero? ;Cudl es su varianza?
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(d) Sia las 8:00 no ha llegado nadie desde las 7:55, jcudl es la probabilidad de que el siguiente
pasajero llegue después de las 8:017

Respuestas. (a) e7%6 /4! ~ 0,134. (b) 676% -e™* 2 0,0025. (c) E[T10] = 5 minutos, Var(Tio) = 10/A* = 2,5. (d)
Por la Observacién 2.11, e=2 ~ 0,135.
Ejercicio 4.10. Sea (V;) un proceso de Poisson con intensidad A.
(a) Demuestre que Cov(Ng, Ny) = Amin{s,t}.
Sugerencia: Si s < t, escriba Ny = Ns + (N¢ — Ns).

(b) Compare con la covarianza del movimiento browniano. Demuestre que el proceso %(Nt -

At) tiene media 0 y covarianza min{s,¢}. ;Es un movimiento browniano?

Respuesta. (b) No: sus trayectorias no son continuas y sus valores no son normales. Sin embargo, por el teorema
central del limite, %(Nt — At) 4, N(0,t) cuando A — oo.

Ejercicio 4.11 (Distribucién condicional). Sea (NNV;) un proceso de Poisson y sean 0 < s <ty
n € N. Demuestre que, condicionado a [IV; = n], la variable N tiene distribucién binomial con
parametros n y s/t:

P[N, = k| N, = n] = <Z> (;)k<1—§)n_k k=0,...n.

Observe que el resultado no depende de A y que, para n = 1, se recupera la Proposicién 2.18.

Sugerencia. Utilice la independencia de Ny y Ny — N, para calcular P[Ny; = k, N, — N, =n — k.

Ejercicio 4.12 (Proceso de Poisson compuesto). Sea (N;) un proceso de Poisson con in-
tensidad A\ y sean Zy, Zo, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
independientes de (N;), con E[Z;] = m y E[Z?] = v < 0o. Defina

N
;=Y Zr (Y =0si N, =0).
k=1

En un modelo de seguros, N; es el nimero de reclamaciones hasta el tiempo ¢, Z es el monto

de la k-ésima reclamacién y Y; es el monto total reclamado.
(a) Demuestre que E[Y;] = At m.
Sugerencia: Condicione en Ny: E[Y;] = Z E[Z1+ -+ Z,)P[N; = n].

n>0
(b) Demuestre que Var(Y;) = Atw.
(c) Silas reclamaciones llegan a razén de 10 por dia y cada una tiene un monto exponencial

con media de 5000 pesos, calcule la media y la desviaciéon estandar del monto reclamado
en un mes de 30 dias.

Respuestas. (b) E[Y7?] = > (nv+n(n—1)m*)P[N; = n] = Atv+ (At)>m?. (c) At = 300, m = 5000, v = 2-5000%;
media 1500000 pesos y desviacion estandar 50001/600 ~ 122474 pesos.

Ejercicio 4.13. Sean (N}) y (N?) procesos de Poisson independientes con intensidades A\; y
A2 (por ejemplo, llegadas de hombres y de mujeres a una tienda).
(a) Demuestre que la probabilidad de que la primera llegada del proceso N = N 4 N? sea
de tipo 1 es A1/(A1 + A2).

(b) Dado que en [0, t] hubo n llegadas en total, jcudl es la distribucién del nimero de llegadas
de tipo 17
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Respuestas. (a) Use el Ejercicio 4.7(b). (b) Binomial con pardmetros ny Ai/(A1 + A2).

Ejercicio 4.14 (Variacién cuadrética del proceso de Poisson). Sea (IN¢) un proceso de Poisson
y sea (II,,) una sucesién de particiones de [0, ¢] con ||II,,|| — 0. Demuestre que, casi seguramente,

Z (Ntk — Ntk,1)2 — Nt.
k

Compare con el Teorema 3.13.
Sugerencia: Si |I1,|| es menor que la distancia minima entre los saltos de la trayectoria en [0,t], cada

incremento vale 0 o 1.

Ejercicio 4.15. Sea W un movimiento browniano y sean 0 < s < ¢.
(a) Calcule E[(W; — W,)4].
(b) Demuestre que E[W2W 2] = st + 2s2.
Sugerencia: Escriba Wy = Wy + (W; — W) y use que E[Z*] =3 si Z ~ N(0,1).
(c) Calcule Cov(W2, W2).
(d) Encuentre la distribucién de Wi + Wy + W3 y calcule P[W; + Wa + W3 > 3].
Respuestas. (a) 3(t—s)2. (c) 252 (d) N(0,14), pues Var = 1+2+3+2(1+1+2) = 14; P~ 1 — $(0,80) = 0,212.

Ejercicio 4.16 (Puente browniano). Sea W un movimiento browniano y sea By = W, —t W7,
para t € [0, 1].

(a) Demuestre que B es un proceso gaussiano centrado con By = B; =0y

Cov(Bs, By) = s(1 —t), 0<s<t<l1.

(b) Demuestre que B; y W; son independientes para cada t € [0, 1].
(c) (Tiene B incrementos independientes?
Respuestas. (b) (By, W1) es gaussiano y Cov(B;, W1) =t —t = 0. (c) No: Cov(By,2 — Bo, B1 — By)2) = —i.

Ejercicio 4.17. Sean W y W movimientos brownianos independientes y sea p € [—1,1].
Demuestre que

Xy =pWi+\/1—-p2 W,

es un movimiento browniano, y calcule Cov(X;, Wy).
Sugerencia: Use el Teorema 3.3. Para ver que X es gaussiano, note que (Wi, ... , Wi, ;Wi ..., Wi,) es

un vector gaussiano.

Ejercicio 4.18 (Ornstein-Uhlenbeck). Sea U; = ¢ W, 2 el proceso del Ejemplo 3.7.

(a) Para s < t, demuestre que U; — e~ (=9, es independiente de Uy y tiene distribucién
N (0,1 — e~2(t=5)).

(b) Deduzca que, dado Us = z, la variable U, tiene distribucién N(me_(t_s), 1-— e_Q(t_s)).
., Qué ocurre cuando t — co?
Respuestas. (a) (Us,Uy) es gaussiano y Cov(Uy — e 72U, U,) = e 79 — =79 = 0; la varianza es 1 —

2e72(t=%) | =2(t=%) () La distribucién condicional tiende a N(0,1), sin importar z: el proceso “olvida” su
estado inicial.

Ejercicio 4.19 (Ecuacién del calor). Sea f(y) = 4? y sea u(t,z) = E[f(x + W})].

(a) Calcule u(t,x) explicitamente.
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(b) Verifique que dyu = £9,5u y que u(0,z) = f(z).

(¢) Repita con f(y) = e?? y compare con la Proposicién 3.10(c).
Respuestas. (a) u(t,z) = 2% +t. (c) u(t,z) = poa+o’t/2.

Ejercicio 4.20 (Martingalas polinomiales). Sea W un movimiento browniano.

(a) Demuestre que W} — 3tW; es una martingala.

(b) Desarrollando exp(cW; — 0%t/2) en serie de potencias de o, identifique los coeficientes de
o, 0%y o® con las martingalas Wy, 3(W2 —t) y §(W3 — 3tW,).
Sugerencia: En (a), escriba Wy = Ws + D y use E[D] = E[D?] =0, E[D?] =t — s.
Ejercicio 4.21 (Tiempo esperado de salida). Sean a,b > 0 y sea 7 el tiempo de salida de
(—b,a) del Ejemplo 3.12.
(a) Usando que W2 —t es una martingala y el Teorema 3.11 aplicado a la martingala detenida
en 7 A n, demuestre que E[W?2, ] = E[r A n] para cada n € N.

TAN

(b) Haciendo n — oo, deduzca que

b+2a_
a+b a+b

ab.

(c) Compare con la ruina del jugador para la caminata aleatoria simétrica.
Sugerencia: En (b), use el teorema de convergencia mondtona en el lado derecho y el de convergencia

acotada en el izquierdo.
Ejercicio 4.22 (El maximo del movimiento browniano). Sea M; = maxo<s<; Ws.

(a) Demuestre que M; tiene la misma distribucion que |Wy|, y calcule su densidad.

(b) Calcule E[M].

(c) Calcule P[M; > 1] y P[ry < 4.

)

(d) Usando la Proposicién 3.6(b), demuestre que 7, L a2

Respuestas. (a) far,(xz) = %67352/(%), z > 0. (b) E[M,] = y/2t/7. (c) P[My > 1] =2(1 - (1)) = 0,317 y

27t

Pl M; 4] = 2(1 — ®(1/2)) ~ 0,617. (d) 7. para W es igual a a2 veces el tiempo de llegada a 1 del browniano
a W2y,
Ejercicio 4.23 (Movimiento browniano geométrico). Sea S; = Spexp (ut + cW;) como en el
Ejemplo 3.8, con Sy = 100, = 0,05 y 0 = 0,2 (el tiempo se mide en afios).

(a) Calcule E[Si] y Var(Sy).

(b) Calcule P[S; > 100] y la mediana de S;.

(c) {Para qué valor de u es (e7"'S;) una martingala, donde r > 0 es una tasa de interés?

Sugerencia: Use la Proposicion 3.10(c).

Respuestas. (a) E[S1] = 100”7 ~ 107,25 y Var(S1) = 1002”14 (*%* — 1) ~ 469,4. (b) P[S; > 100] = P[W; >
—0,25] = ®(0,25) = 0,599; la mediana es 100e%*® ~ 105,13. (¢) p = r — ¢*/2.

Ejercicio 4.24 (Ceros del movimiento browniano). Sea W un movimiento browniano.

(a) Usando el Teorema 3.16 y la simetria, demuestre que para cada € > 0,

P{01£3§8W5>0} =1 y P{0?325W8<0 =1.
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(b) Deduzca que, casi seguramente, W tiene una infinidad de ceros en (0, ¢) para todo € > 0.
Sugerencia: En (a), Plméx,<. Ws > 0] > Plméxs<. Ws > a] = P[|W:| > a] para todo a > 0. En (b), use el

teorema del valor intermedio.

Ejercicio 4.25. Sean W un movimiento browniano y /N un proceso de Poisson de intensidad

A, independientes. Defina
Xt :ZWt+Nt, tZO

Calcule E[X;] y Var(X;). Grafique algunas trayectorias.

Ejercicio 4.26 (Proceso de Bessel). Sean W' y W? dos movimientos brownianos indepen-
dientes. El proceso

Ro= /(W2 + (W22, >0,
se denomina proceso de Bessel de dimensién 2.

(a) Demuestre que, parat >0y r > 0,
PR, <r]=1- e/,
Sugerencia. Observe que Rf/t tiene distribucién x? con dos grados de libertad.
(b) Deduzca que R; tiene densidad

fe(r) = %e_TQ/(Qt), r > 0.

(c) Calcule E[R?] y Var(R?).

Respuestas. (a) Como (W}, W?) tiene densidad (27r15)_le_(””2+y2)/(2”7 integrando en coordenadas polares se
obtiene P[R; < 7] =t~ [ we™" /@ gy =1 — e /@D (c) Var(R2) = 4¢2.

Ejercicio 4.27 (Generador infinitesimal). Sea (X¢);>0 un proceso de Markov. Su generador

infinitesimal se define por
E.[f(Xy)] —
tl0 t

para las funciones f y los puntos x donde existe el limite. Recuerde que
Po(A)=P(A| Xo=x), E.[Y]= /dex.
(a) Demuestre que si f € C?(R), entonces
f(x+h) = f(x)+ hf'(x) + h? /01(1 —u)f"(x +uh)du, x,heR.
Sugerencia. Observe que la igualdad g(z + th) — g(z) = [} g (x + sh)h ds implica
flx+h) = f(z)+ h/o1 f'(z + sh)ds, f(x+sh)=f'(z) + h/os " (z + uh) du.

(b) Sea X; = x + W, donde W es un movimiento browniano. Demuestre que, si f € C%(R)
y f” es acotada, entonces

L),

Af(@) = 5

Sugerencia. Para cada t, se tiene W; 4 VtZ, donde Z ~ N(0,1). Pruebe que

E[f(z+ VZM —f@) _g {22 /1(1 —w)f"(x +uvt Z) du

y use el Teorema de convergencia dominada.
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(c) Sea X; = x+ N, donde N es un proceso de Poisson de intensidad A > 0. Demuestre que,

si f es acotada,

Af(z) = A f(z +1) = f(z)].

Sugerencia. Recuerde que P[N; = 0] =1 — Xt + o(t), P[N; = 1] = Xt + o(t) y P[N: > 2] = o(t).
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